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VORREDE. 



Es war ursprünglich die Absicht des Verfassers, in dem 
vorliegenden Buche nicht mehr zu geben, als er zu einem 
Leitfaden für seine an dem hiesigen Polytechnicum gehal- 
tenen Vorlesungen bedurfte. Aber bei der Ausarbeitung zeigte 
sich bald so sehr das Bedürfniss, für jene in der Technik 
üblichen Untersuchungen eine feste Basis zu gewinnen, dass 
er sich entschloss, ein Lehrbuch der Elasticitätstheorie zu 
versuchen, welches, so viel der Raum es gestattete, ein voll- 
ständiges System dieser Lehre in Grundlage und Anwendung 
darstellen sollte, wie dies namentlich durch die schönen Un- 
tersuchungen von Kirchhoff und de Saint-Venant heute schon 
möglich wird. Dabei musste allerdings manches kurz, und 
vor Allem dasjenige ausführlicher behandelt werden, was zur 
Herstellung des Systems erforderlich war. So muss denn in 
Bezug auf die analytischen Transformationen, welche Lame 
bezüglich der Grundgleichungen der Elasticität mit so grosser 
Eleganz ausführen gelehrt hat, auf das bekannte und weit 
verbreitete Werk dieses ausgezeichneten Gelehrten verwiesen 
werden. Ebenso wurden alle jene interessanten Untersuchun- 
gen ausgeschlossen, welche als Theorie des Lichts ein beson- 
deres und grosses Feld für sich einnehmen, und welches viel- 
leicht später dem Verfasser besonders zu behandeln vergönnt 
sein wird. 

Hingegen schienen, dem ursprünglichen Zwecke gemäss, 
die Arbeiten von de Saint- Vönant über Stäbe von endlichem ■ 
Querschnitt eine ausführliche Darstellung zu beanspruchen; 
um so mehr, als sie sich mit Kirchhoffs Arbeiten über sehr * 
dünne Stäbe in Verbindung setzen Hessen, und so eine natür- 
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liehe Brücke entstand, welche schrittweise von der strengsten 
Theorie zu den in der Anwendung üblichen Formeln über- 
leitete. 

Man wird finden, c|fss parallel diesen Untersuchungen, 
welche nur theilweise Neues enthalten, andere gehen, welche 
grösstenteils neu sind , und zu einer Klasse von bisher wenig 
versuchten Anwendungen führen können. Wie man Stäbe 
betrachtet, zuerst von beliebigen, dann aber von sehr kleinen 
Querdimensionen, so lassen sich Scheiben untersuchen, denen 
ihan wieder zunächst eine endliche, dann aber eine sehr ge- 
ringe (unendlich kleine) Dicke beilegt. Man gelangt so zu 
Resultaten, welche Kirchhoffs berühmte Theorie der Klang- 
figuren einschliessen , und welche mannigfacher Ausführung 
fähig scheinen, wenn auch freilich die ohnehin bedeutend 
angewachsene Ausdehnung des Buchs oft nur Andeutungen 
gestattete. Auch diese werden vielleicht, bei so interessanten 
Gegenständen, nicht unwillkommen sein. 

Man kann natürlich nicht erwarten, Probleme der an- 
gedeuteten Art ohne einen Theil jener llülfsinittel behandelt 
zu sehen, w T elche die Integralrechnung darbietet. Ich habe 
versucht diese Hülfsmittel so viel als möglich zu beschränken, 
und keinerlei Sätze und Anschauungen zu benutzen, welche 
erst durch das Studium der höchsten Theile der Integral- 
rechnung zugänglich werden. Man w T ird hierbei unterstützt 
durch eine allgemeine Eigenschaft mathematisch - physica- 
lischer Untersuchungen. In allen diesen werden die mathe- 
matischen Schwierigkeiten durch die aus der Natur der Sache 
entspringenden Anschauungen so sehr erleichtert, dass der 
Leser und Lernende im Stande ist, sich bequem über Pro- 
bleme hinzubewegen, welche in rein mathematischer Fassung 
zu überwinden die äusserste Anstrengung erfordern würde. 
Ja, es wird für das Studium dieser Gebiete, wenn man das 
physicalisehe Interesse allein im Auge behält, grossentheils 
die Kenntniss der betreffenden rein mathematischen Theorien 
weder nothw endig, noch selbst besonders förderlich. Ich er- 
innere nur an Alles, was die Theorie der- partiellen Difte- 
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rentialgleichungen betrifft, und was nicht leicht in den An- 
wendungen irgendwie zur Benützung gelangen dürfte.. 

Hoffentlich ist die Zeit nahe, in welcher man aufhören 
wird, von dem Studium der mathematischen Physik wegen 
eingebildeter Schwierigkeiten zurückzuschrecken. Und man 
wird dann vielleicht sehen, dass eben diese physicalischen 
Studien für den Mathematiker, nach Ueberwindung der Ele- 
mente seiner Wissenschaft, den passendsten Eingang zu jenen 
höheren und abstracteren Theilen bilden, welche, unmittel- 
bar angegriffen, oft fremdartig und dunkel erscheinen, welche 
aber uns befreundet entgegenkommen und zum weitern Aus- 
bau einzuladen scheinen, nachdem wir sie in dem farben- 
reichen Gewände physicalischer Anwendung kennen gelernt 
haben. 

Ich habe nichts weiter zu thun, als das Buch der wohl- 

» wollenden Nachsicht der Mathematiker, der Physiker und 

aller Techniker zu empfehlen, denen ein tieferer Einblick 

in die Natur der von ihnen angewandten Operationen am 

Herzen liegt. 



Carlsruhe, den 30. September 1862. 



A. Clebsch. 
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Theorie elastischer Körper von überall 
endlichen Dimensionen. 



§ 1. Ueber die allgemeinen Vorstellungen , welche der Theorie 
der elastischen Körper zu Grunde liegen. 

Die Mechanik im engern Sinne beschäftigt sich mit der Theo- 
rie der starren Körper. Indem man von der Erfahrüngsthat- 
sache ausgeht, dass jeder Körper, unter dem Einfluss von Kräf- 
ten, welche eine gewisse von der Individualität des Körpers ab- 
hangige Grenze nicht überschreiten, so kleine Gestaltsverände- 
rungen erfahrt, dass dieselben sich der Wahrnehmung ganz oder 
nahezu entziehen, gelangt man zu der Vorstellung, dass die Mo- 
leküle des Körpers, schon bei äusserst geringer Veränderung 
ihrer gegenseitigen Lage hinreichend energische innere Kräfte 
entwickeln, um den von aussenher wirkenden Kräften, sobald 
sie die erwähnte Grenze nicht überschreiten, das Gleichgewicht 
zu halten. Freilich wird immer eine gewisse, wenn auch noch 
so kleine Näherung oder Entfernung der Moleküle des Körpers 
hiezu erforderlich sein ; aber dieselbe wird um so kleiner ausfal- 
len, je energischer die gegenseitige Einwirkung der Moleküle 
auf einander ist, und so kann man sich als Abstraction einen 
Körper vorstellen, bei welchem die durch die äussern Kräfte her- 
vorgebrachten innern Verschiebungen sich der Null in beliebig ho- 
hem Grade nähern und endlich ganz verschwinden. Indem man 
sich erlaubt diese Abstraction an Stelle des wirklichen Körpers un- 
terzuschieben , betrachtet man diesen als starr, und er wird un- 
ter einer solchen Anschauungsform Gegenstand der Mechanik der 
starren Körper. 

Clebsch, Theorie elast. Korper. 1 
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Diese Abstraetion kann als erste Annäherung angesehen wer 
den, deren man in vielen Problemen sich mit Erfolg bedient, und 
welche im Wesentlichen darin besteht, dass man die kleinen Ver- 
schiebungen der Moleküle gegen einander vernachlässigt gegenüber 
ihren ursprünglichen Abständen. 

Aber in vielen Fragen der Technik und der Physik ist es 
nicht mehr erlaubt, bei einer Annäherung dieser Art stehen zu 
bleiben. Vielmehr lässt sich eine grosse Anzahl von Problemen 
nur behandeln, indem man auf jene Verschiebungen, wie klein 
dieselben auch immer sein mögen, Rücksicht nimmt. Man nennt 
einen Körper elastisch, insofern man die kleinen Gestaltsver- 
änderungen berücksichtigt, und darf diese Art, den Zustand ei- 
nes Körpers zu betrachten, als zweite Annäherung an den 
wirklichen Sachverhalt bezeichnen; als Annäherung in der That; 
denn es wird keineswegs nöthig sein die eintretenden Verschie- 
bungen in den kleinsten Theilen des Körpers mit vollkommener 
Genauigkeit zu behandeln; vielmehr wird man immer im -Auge 
behalten , dass dieselben gegen die ursprünglichen Dimensionen 
derselben sehr klein sind, und dass man also die höhern Poten- 
zen der erstem gegen die der letztern unbedenklich vernachläs- 
sigen kann, ja selbst m u s s , wenn man sich der folgenden An- 
schauungsweise bedient. 

Wenn man die Bedingungen für das Gleichgewicht oder die 
Bewegung desjenigen Systems von Molekülen aufstellt, welches wir 
einen festen Körper nennen, und dabei die Verschiebungen benach- 
barter Moleküle ihrem ursprünglichen Abstand gegenüber immer als 
sehr klein betrachtet, so sondern die Gleichungen, welche jenen 
Bedingungen entsprechen, sich sofort in zwei Klassen. Die Glei- 
chungen der ersten Klasse enthalten endliche Grössen neben den 
sehr kleinen, ja wenn man will unendlich kleineu Verschiebun- 
gen der Moleküle; und in diesen Gleichungen ist es dann oflen- 
bar erlaubt, die letztern den erstem gegenüber zu vernachlässi- 
gen, oder den Körper als starr zu betrachten. Man erhält auf 
diese Weise die gewöhnlichen Gleichungen für das Gleichgewicht 
und die Bewegung starrer Körper; und man gelangt zu dem wich- 
tigen Schluss, dass die Bedingungen für das Gleichge- 
wicht und die Bewegung eines starren Körpers noch 
gültig bleiben müssen wenn derselbe als elastisch 
betrachtet wird. Aber neben diesen Gleichungen treten noch 



— 3 — 

andere auf, Combinationen eigenthfimlicher Art, aus welchen die 
endlichen Glieder völlig verschwunden sind, und welche daher 
sofort in die identische Gleichung = übergehen, sobald man 
die Verschiebungen der Moleküle nebst den andern etwa darin 
auftretenden Grössen derselben Ordnung gleich Null setzt. In 
Gleichungen dieser Art ist es daher zwar erlaubt höhere Poten- 
zen dieser kleinen Grössen den ersten gegenüber zu vernachläs- 
sigen, aber diese selbst müssen nothwendig beibehalten werden, 
da die Gleichungen dann in der That vollkommen den Charakter 
von Gleichungen haben, welche, zwischen endlichen Grössen be- 
stehen. Denn denkt man sich die Grössen der ersten Ordnung, 
welche in diesen Gleichungen vorkommen, beibehalten und divi- 
dirt, da die endlichen Terme fehlen, durch einen derselben, so 
erhält man sofort Gleichungen , in welchen nur noch die Ver- 
hältnisse der sehr kleinen Grössen, also vollkommen endliche 
Grössen, auftreten. In diesem Sinne kann man es sich deutlich 
machen , dass auch bei verschwindend kleinen Verschiebungen 
der Moleküle gegen einander dennoch eine Reihe von Gleichun- 
gen auftreten, welche man in der Theorie der starren Körper 
nicht mehr erhält, und welche ausschliesslich geeignet sind, über 
die Zustände im Innern des Körper Aufschluss zu geben. 

Aber es ist vor Allem wesentlich das eine festzuhalten , dass 
man in der Theorie nur solche Veränderungen in den Dimensio- 
nen der kleinsten Theile eines Körpers behandelt, welche den 
Dimensionen selbst gegenüber sehr klein sind. Jeder Körper wird 
in einem solchen Zustande befindlich sein können, sobald die 
äussern Kräfte innerhalb gewisser Grenzen liegen. Diese Grenzen 
selbst sind sehr verschieden, und für gewisse sehr elastische 
Körper, wie Kautschuk, so niedrig, dass sie in der Wirklichkeit 
fortwährend überschritten werden. Die Theorie schliesst daher 
von vorn herein die gewöhnlich eintretenden Zustände von Kör- 
pern dieser Art aus, für deren Studium in der That auch die 
erfahrungsmässige Kenntniss noch fehlt. 

Hingegen findet sie sofort ihre Anwendung auf diejenigen 
Materialien, bei deren technischer Anwendung gewisse Forderun- 
gen der Beständigkeit und Festigkeit gestellt werden, wie auf 
Holz und Eisen. Körper dieser Art dürfen nur Kräften unter- 
worfen sein , welche eine gewisse Grenze nicht überschreiten ; 
sobald grössere Kräfte angewandt werden, ist man sehr bald nicht 

1* 
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mehr sicher, ob die molekularen Veränderungen in dem Körper 
wirklich nur vorübergehender Natur sind, und ob sofort wieder 
die ursprüngliche Gestalt zurückkehrt, sobald die äussern Kräfte 
aufboren zu wirken. Treten aber in Folge der äusseren Kräfte 
bleibende Gestaltsveränderungen ein, ist die Elasticitäts- 
grenze überschritten, so ist der Körper im Grunde nicht 
mehr der frühere, durch Veränderung der molekularen Gleich- 
gewichtslagen ist ein neuer Körper entstanden; das veränderlich 
gewordene Material ist nicht mehr zuverlässig und somit tech- 
nisch nicht mehr verwendbar. 

Bei den erwähnten Materialien ist die Lage der Elasticitats- 
grenze so beschaffen , dass selbst wenn sie erreicht ist, die Ge- 
staltsveränderungen der kleinsten Theile gegen die ursprünglichen 
Dimensionen derselben sehr klein sind. Nimmt man noch hinzu, 
dass wegen der möglichen und stets zu befürchtenden Heterogd- 
neität des Stoffes man es vorziehen wird, bedeutend unterhalb der 
durchschnittlichen Elasticitätsgrenze des Materials zu bleiben, so 
leuchtet ein, dass in der That in den Zuständen solcher Körper 
die oben angeführten Vorstellungen vollkommen zutreffen, dass 
man wirklich berechtigt ist, die Gestaltsveränderungen der klein- 
sten Theile als Grössen erster Ordnung gegen die ursprünglichen 
Dimensionen derselben zu betrachten. Und man erkennt die Gren- 
zen innerhalb deren die Theorie anwendbar ist; eine Theorie, 
welche ihren Grundprincipien nach weder auf die Ausdehnungen 
der Körper über die Elasticitätsgrenze hinaus, noch etwa auf die- 
jenigen mathematisch undefinirbaren Zustände anwendbar ist, 
welche dem Bruch, der völligen Zerstörung des Körpers voran- 
gehen. 

Wenn die kleinsten Theile eines Körpers verhältnissmässig 
kleine Veränderungen erfahren, so gilt dies im Allgemeinen 
auch für den ganzen Körper selbst. Aber dieser Schluss erfährt 
einige Ausnahmen, welche man von vorn herein im Auge behal- 
ten muss, um nicht in sehr wesentliche Irrthümer zu verfallen. 
Diese Ausnahmen treten alsdann ein, wenn von den Dimensionen 
des Körpers eine oder mehrere überall oder doch an einzelnen 
Stellen sehr klein sind. Eine dünne elastische Feder, eine dünne 
Scheibe, können so gebogen werden, dass ihre Enden oder Bän- 
der ihre gegenseitige Lage. sehr wesentlich ändern, während doch 
die kleinsten Theile dieser Körper nur unmerklich verschoben sind. 
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Ausnahmen dieser Art treten auch ein , wenn eine Dimension 
des Körpers ausserordentlich gross wird , wie bei den Betrach- 
tungen über Säulenfestigkeit, wo die Vernachlässigung dieser Ue- 
berlegung die widersinnigsten Vorstellungen zur Folge gehabt hat. 

§ 2. Ausdehnung eines unkrystallinischen Parallelepipedons durch 
normale Zug- oder Druck-Kräfte. Seitliche Contraction. 

Betrachten wir, um die Zustände eines elastischen Körpers 
unter der Einwirkung äusserer Kräfte zu untersuchen, ein recht- 
winkliges Parallelepipedon mit den Kanten a, b,c; das Material des- 
selben sei homogen, unkrystallinisch, so dass also die innere Structur 
nach allen Bichtungen die nämliche ist. Lassen wir auf zwei ge- 
genüberliegenden Seitenflächen [bc) desselben gleichmässig vertheilte 
Zugkräfte in normaler Richtung wirken, in der Weise , dass auf die 
Flächeneinheit eine Kraft P wirkt. In Folge derselben wird eine 
Verlängerung des Parallelepipedons in Richtung der Zugkraft ein- 
treten, eine Verlängerung, deren Grösse abhängig ist von dem 
Material des Körpers , so wie offenbar proportional der Länge 
der entsprechenden Kante. Dieser neue Gleichgewichtszustand 
wird nicht eher eintreten können, als bis die Moleküle des Kör- 
pers sich soweit von einander entfernt haben, dass je zwei nächste 
senkrecht gegen die Zugrichtung liegende Schichten einander 
mit derselben Kraft anziehen, mit welcher sie auseinandergezo- 
gen werden. Es entsteht also im Innern des Körpers im Sinne 
der Zugrichtung eine Spannung, welche, nach der auf die 
Flächeneinheit wirkenden Kraft beurtheilt, durch die Zahl P dar- 
gestellt wird. Die Veränderung , welche hiebei die Entfernung 
zweier nächsten Molekülschichten erleidet, und somit auch die 
Verlängerung a , welche jede Längeneinheit der mit der Zug- 
richtung parallelen Kante a des Parallelepipedons erfährt, sind 
offenbar in irgend einer unbekannten Weise von der Spannung P 
abhängig. Oder umgekehrt ist die Kraft P, welche erforderlich 
ist, um in der Längeneinheit die Verlängerung a hervorzubringen, 

ein Function von a, 

P = f(a). 

Von dem Zusammenhang der Grössen P, cc wissen wir nur, dass 
beide gleichzeitig verschwinden. Da ferner cc eine sehr kleine 
Grösse ist , so kann man f (a) sich nach Potenzen von a ent- 
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wickelt denken ; und in dieser Ileihe , welrhe kein von a unab- 
hängiges Glied enthalten kann , weil P mit a verschwinden soll, 
darf man sodann die höhern Potenzen von a gegen die erste ver- 
nachlässigen. So wird denn, bei kleinen Gestaltsveränderungen, 
P mit a proportional oder: 

P = E.a, 

• 
und E ist nur noch von der Substanz des Körpers abhängig. 

p 
Die Zahl E, welche sehr gross sein muss, damit a = - 

Ja 

für massige Werthe der Zugkraft P sehr kleine Werthe anneh- 
men könne, heisst der Elasticitätsmodul des Materials. 
Eine unmittelbar anschauliche Bedeutung erhält diese Zahl, wenn 
man die Zugkraft P gleich l setzt. Es wird alsdann 

1 

d. h. der reeiproke Werth des Elasticitätsmoduls stellt 
die Verlängerung dar, welche die Längeneinheit er- 
fährt, wenn der Körper der Zugkraft 1 auf jede 
Querschnittseinheit unterworfen wird. 

Inzwischen ist die Ausdehnung in Richtung der Zugkraft 
nicht die einzige Veränderung , welche mit dem betrachteten 
Körper vor sich geht. Denn während er sich in dieser Rich- 
tung ausdehnt, zieht er sich erfahrungsmässig in jeder darauf 
senkrechten Richtung zusammen , so dass jede Längeneinheit der 
Querdimensionen eine Contraction erfahrt, welche einem bestimm- 
ten Bruchtheil der vorhin untersuchten Ausdehnung gleichkommt. 
Die Grösse dieses Bruchtheils ist für verschiedenartige Materia- 
lien verschieden; man kann aber leicht schliessen, dass derselbe 
nicht mehr als \ betragen kann. Zu diesem Ende hat man nur 
die Veränderung des Volumens zu untersuchen , welche durch 
die Ausdehnung hervorgebracht wird , und welche erfahrungs- 
gemäss immer positiv ist. Ein Kubus im Innern des Parallelo- 
pipedons, welcher ursprünglich die Seite 1 hatte, besitzt, nach- 
dem die Verlängerung eingetreten ist, wenn fi den oben erwähn- 
ten Bruchtheil bezeichnet, die Kanten l + et, 1 — fta, l — ft«, und 
somit das Volumen 

(1 + «) (I — ficc)\ 
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welches, wenn man höhere Potenzen der sehr kleinen Zahl fi ver- 
nachlässigt in 

1 + (1 — 3ft)« 

ühergeht. Jede Volumeneinheit des Körpers ist also um (1 — 2p)« 
vergrössert; und dies kann nur eine wirkliche Vergrösserung dar- 
stellen, wenn l — 2p positiv ist. Es muss also ft kleiner als \ 
sein. 

Diese Betrachtungen gelten sofort noch, wenn P und cc negativ 
werden ; d. h. wenn eine Druckkraft die Längsrichtung des Körpers 
verkürzt, während die Querdimensionen sich gleichzeitig vergrössern. 
Man sieht also, dass innerhalb der Grenzen, für welche diese 
Betrachtungen überhaupt gültig sind , die von Druckkräften her- 
vorgebrachten Effecte denjenigen genau gleich und entgegen- 
gesetzt sind , welche aus ebenso grossen Zugkräften entspringen. 
Dies ist wirklich innerhalb der hier eingehaltenen engen Grenzen 
der Fall, während für grössere Ausdehnungen oder Verkürzun- 
gen die Erfahrung das Gegentheil nachweist. Aber sobald es 
nicht mehr erlaubt ist, höhere Potenzen von a zu vernachlässigen, 
hört in der That der hier gemachte Schluss auf; es ist dann die 
zur Hervorbringung einer Verlängerung a nothwendige Zugkraft 
P = f(a) derjenigen , welche dieselbe Verkürzung hervorbringt, 
nicht mehr nothwendig gleich und entgegengesetzt, da f( — a) 
im Allgemeinen nicht gleich — f(a) sein darf. 

Innerhalb der innegehaltenen Grenzen bestimmen die beiden 
Coefficienten E, (i völlig das Verhalten eines, elastischen Körpers. 
Beide sind für verschiedene Substanzen verschieden, und nur der 
zweite in die angegebenen Grenzen und £ eingeschlossen. 

§ 3. Verschiebung paralleler Schichten des Körpers gegen 

einander. 

Ausser durch Druck und Zug kann indess das betrachtete 
elastische Parallelepipedon noch auf eine dritte Art verschoben 
werden, indem jeder Querschnitt in seiner eigenen Ebene fort- 
rückt, so dass, während die einzelnen Querschnitte unver- 
ändert bleiben, die Längsrichtung a in eine schiefe Lage 
kommt. Denken wir uns nämlich vier Flächen des Körpers, 
etwa diejenigen , welche auf den Kanten a, b senkrecht sind, 
durch Kräfte ergriffen, welche über jene Flächen gleichmässig 
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vertheilt sind, und deren Richtungen folgendermassen bestimmt 
seien. Diejenigen Kräfte, welche eine gegen a senkrechte Fliehe 
angreifen, sollen in dieser Fläche liegen und der Kante b parallel 
sein , so aber, dass sie in der gegenüberliegenden Fläche die ent- 
gegengesetzte Richtung haben ; die Kräfte , welche an den zu b 
senkrechten Flächen angreifen, sind ebenso mit a parallel und 
ebenfalls in den beiden Parallelflächen entgegengesetzt gerich- 
tet. Die ersteren Kräfte sind dann, wenn die auf die Flächen- 
einheit wirkende Kraft durch P dargestellt wird, äquivalent 
einem Kräftepaar P . bc mit dem Hebelarm a. Ebenso sind 
die andern Kräfte, wenn für diese die auf die Flächenbeit wir- 
kende Kraft durch Q bezeichnet wird, äquivalent einem Kräfte 
paar Q.ac mit dem Hebelarm b. Damit diese Kräfte sich, das 
Parallelepipedon als starr betrachtet, das Gleichgewicht halten, 
ist nur nöthig, dass die Kräftepaare entgegengesetzt zu drehen 
bemüht sind, und dass die Momente beider Kräftepaare gleich 
seien, oder dass Q = P. Dieselbe Bedingung muss also auch 
noch für das Gleichgewicht des elastischen Körpers erfüllt sein. 

Die Wirkung , welche solche Kräfte auf das Parallelepipedon 
ausüben, besteht offenbar darin, dass das Rechteck ab in ein 
Parallelogramm übergeht, dessen Seiten dann nicht mehr rechte 

Winkel, sondern die Winkel - + <p gegen einander bilden, wo 

<p den sehr kleinen Verschiebungswinkel angiebt. Die Grösse 
dieses Winkels ist von der Grösse der Kraft P, sowie von 
der Natur des Körpers abhängig ; und da durch eine massig 
grosse Kraft P nur ein kleiner Winkel cp hervorgebracht wird, 
so kann man , -ganz wie es oben mit der Ausdehnung der Län- 
geneinheit geschah, P mit g> proportional setzen, oder 

(1) P = F.<p. 

Der Coefficient F inzwischen lässt sich leicht durch die Coef- 
ficienten E und fi ausdrücken mit Hülfe der folgenden Betrach- 
tung. 

Kehren wir zu dem Parallelepipedon zurück in derjenigen 
Lage , in welche es durch eine Zugkraft versetzt wird , . welche 
der Kante a parallel ist. Die Grösse derselben sei K. Nehmen 
wir ferner a = b an , so dass ein Schnitt des Körpers ein 



Quadrat wird, und denken uns den Körper durch eine Ebene 
gelheilt, welche durch die Diagonale des Quadrats parallel der 
dritten Kante hindurchgeht. Wird von dem Korper durch diesen 
Schnitt also ein dreiseitiges Prisma abgetbeilt, so kann dieses 
ses nicht anders in der durch Anwendung der Zugkraft K ursprüng- 
lich hervorgebrachten Gleichgewichtslage verharren , als .nenn auf 
die neue Schnittfläche tangentiale und normale Kräfte gleichmässig 
vertheill werden. Die Grösse derselben ist leicht zu bestimmen. 
Die tangentialen Kralle , welche für die Flächeneinheit die Grösse 
T haben mögen , müssen sich mit der entsprechenden Compo- 
nenle von K das Gleichgewicht halten. Zerlegen wir K nach der 
Normale und Tangente der neuen Schnittfläche, mit welcher K 
einen Winkel von 45° bildet, so wird jede seiner Componenten 
gleich K . Y\. Nimmt man hinzu, das» die Fläche, an welcher 
K wirkt, sich zu der Angriffsfläche von T nie l : \/l verhält, so 
findet sich als Bedingung des Gleichgewichts zwischen T und 
der tangentialen Componente von K: 



rn = 



V* 



oder T = 



Dies zeigt dass die zu der Schnittfläche parallelen Ebenen in dem 
Parallelepipedon so gegen einander verschoben sein müssen, dass 

die tangentiale Kraft - erforderlich ist, um sie in der verscho- 

benenLage zu erhalten. Nach dem vorigen wird also eine durch diese 
Eh«neti gelfl^t* 1 . ßßrade , welche auf denselben ursprünglich senk- 

gegen dieselben in Folge der Zugkraft A' einen Win- 

if aiii-^j^jinnid ;|. ?m licmlmen ist, 
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ii a ( l + j und a ( l — £—- ) angenommen haben , so ist 



8* 
demnach : 



* (t - 1) = 



1 — 



fiA' 
IT 



I + 



E 



oder wenn man berücksichtigt, dass <p sehr klein ist, so dass 
man seine Tangente mit dem Bogen verwechseln kann: 

\ —-- 1 — - „ 

2 _ ^ 

1 + 1 f + * 

oder endlich, mit Vernachlässigung sehr kleiner Grössen höherer 
Ordnung : 

<p = fa + ri. 

Diese Formel giebt, mit dem vorher erhaltenen Ausdruck von q> 

verglichen : 

E 



F = 



2 (1 + fij 



was die gesuchte Darstellung ist. Man sieht sofort, da p zwi- 
schen o und \ liegt, dass die Zahl F nie grösser sein kann als 
die Hälfte , und nie kleiner als ein Drittheil des Elasticitäts- 
moduls. 



§ 4. Gleichgewicht des Parallelepipedons unter dem Th'wJhiffff 
beliebig gerichteter Zxig- oder Druckkräfte, welche über die 

Flächen gleichförmig vertheilt sind. 

Nach diesen Vorbereitungen ist es leicht, den Gleichgewichts- 
zustand eines Parallelepipedons zu bestimmen, dessen Seitenflä- 
chen durch beliebig gerichtete , gleichmässig über jede Fläche 
vertheiite Zugkräfte angegriffen werden. Um diesen Fall aus 
dem Vorigen zu entwickeln, hat man sich nur eines allgemei- 
nen mechanischen Princips zu erinnern, welches bei der Theo- 
rie kleiner Schwingungen angeführt zu werden pflegt, und wel- 
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ches im wesentlichen darin besteht, dass eine Reihe von Ursa- 
chen, deren jede einzeln eine sehr kleine Wirkung hervorruft, 
in ihrem Zusammentreffen nur die Summe jener Einzelwirkungen 
erzeugen. Wird also das Parallelepipedon durch beliebige, auf 
seine Oberfläche wirkende Kräfte ergriffen , so kann man diese 
in der Weise zerlegen , dass jede einzelne Kraft einfach Wirkun- 
gen nach Art der eben betrachteten hervorbringt, und sodann 
die Summe aller Wirkungen untersuchen. 

Betrachten wir irgend zwei parallele Flächen des Körpers, 
etwa die beiden , welche gegen die Kante a senkrecht gerichtet 
sind. Auf diese beiden Flächen sollen gleich grosse und gleich 
aber entgegengesetzt gerichtete Kräfte wirken. Ich zerlege die- 
selben nach den Richtungen der Kanten a, b, c und bezeichne 
die entstehenden Componenten bezuglich durch 

für die eine Fläche, durch dieselben Grössen mit entgegengesetz- 
tem Zeichen für die gegenüberliegende. Ebenso zerlege ich die 
Kräfte, welche auf die gegen b senkrechten Flächen wirken, in 
die Componenten 

nebst den entgegengesetzten für die Parallelflächen; und endlich 

die Kräfte, welche auf die zu c senkrechte Fläche wirken, in 

die Componenten 

*ai» 'st> 'sa« 

Auf diese Weise entstehen die Zugkräfte t it , t tt , t i$ parallel den 
Kanten; ausserdem aber Kräftepaare, welche das Parallelepipe- 
don nach Art der oben betrachteten verschieben. Diese Kräfte- 
paare müssen , damit Gleichgewicht bestehen könne , nach dem 
Vorigen paarweise gleich sein, so dass 

*!* === '* I > ^31 == *13> *23 == *S2* 

Sonach werden also die Kanten des Körpers a, b, c ausgedehnt 
und zugleich die Winkel verändert ; wobei nur im Auge zu be- 
halten ist, dass die Veränderung in der Länge jeder Kante nicht 
nur Folge der in ihrer Richtung wirkenden Zugkraft, sondern 
auch Folge der Verkürzung ist, welche die in den andern Rich- 
tungen wirkenden Zugkräfte bedingen. Jede dieser Verlängerungen 
erscheint also als Differenz einer, durch die entsprechende Zug- 
kraft hervorgebrachten wirklichen Verlängerung, und der durch die 
andern beiden entstehenden Verkürzungen. 
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Hf*x<*irliii<*t man sonach durch 

a (\ + «), b (I + ß), c (1 + y) 

die veränderten Längen der Kanten , und bilden unter dem Ein- 

Dum der Krifte t die Kanten 

it 
b , c den Winkel — — w 

2 ^ 

it 
c , a den Winkel r 

2 * 

a , b den Winkel ty 

2 r 

gegen einander, so sind die Werthe der sehr kleinen Grössen 

«, ß, y, tp, %" V folgende: 

»•). • |/* = j[',« - ** ('» + /..)]; x = ^- (i + rt 

Untersuchen wir jetzt die molekularen Zustände im Innern des 
Korpers welche nothwendig in allen Punkten desselben völlig gleich- 
artig sind. Um einen beliebigen Punkt im Innern werde, bevor der 
Körper den äussern Kräften unterworfen ist, eine Kugel beschrie- 
ben, welche sonach alle diejenigen Moleküle in ihrer Oberfläche ent- 
hält, welche ursprünglich von dem Mittelpunkte gleichweit, abstan- 
den. Diese Kugel geht durch die Verschiebungen, welche der Körper 
erfährt, in eine andere Fläche über, und man erkennt leicht, dass 
dieselbe ein Ellipsoid wird, welches von der Kugelgestalt nur wenig 
abweicht. Denken wir uns zuerst die Kräfte t llf t ti , f 33 auftretend. 
Hierdurch werden die drei Dimensionen der Kugel, welche den 
Kanten a, b, c parallel sind, in verschiedenem Maassstabe ausgedehnt, 
an Stelle der Kugel tritt also ein dreiaxiges Ellipsoid, dessen Axen 
den Kanten a,b,c parallel sind, während die Längen derselben, 
den Radius der Kugel gleich r angenommen, gleich 

r (1 + «), r (1 + ß), r (1 + y) 
sind. Treten nun die Kräfte f,„ t sl , t 12 hinzu, so werden weiter 
keine Ausdehnungen oder Verkürzungen erzeugt. Aber die Kräfte 
* t3 verschieben die zu der Fläche b, c, parallelen Schichten des 
Ellipsoids gegen einander, ebenso verschieben die Kräfte t u die 
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zu a,c parallelen Schichten, und die Kräfte t lt die zu a,b paral- 
lelen. Durch keine dieser Gestaitsveränderungen hört das Ellip- 
soid auf, ein solches zu sein ; die Punkte ferner, welche ursprung- 
lich einer Hauptaxe angehörten, sind nach der Verschiebung die 
Verbindungslinien der Mittelpunkte paralleler Schnitte. Daher 
zeigt es sich, dass diese Linien, welche noch immer den Kanten 
des verschobenen Parallelepipedons parallel bleiben, und also eben- 

¥9& 1t& 0T& 

falls die Winkel p, — — %> ^ gegen einander ein- 

2 2 2 

schliessen, conjugirte Durchmesser des Ellipsoids werden. Und so 

kann man den Salz aufstellen: 

die Punkte des Körpers, welche ursprünglich eine 
Kugeloberfläche bilden, liegen nach der Verschie- 
bung auf einem Ellipsoid, welches drei conjugirte 
Durchmesser besitzt, die den Kanten des verscho- 
benen Prismas parallel sind, deren Längen aber 
sich verhalten wie 

• 1 + d : 1 + ß : 1 + y, 
durch et, ß, y die Verlängerungen bezeichnet, welche 
die Längeneinheiten der drei Kanten bei der Ver- 
schiebung erfahren. 



§ 5. Das Elasticitäts- Ellipsoid. 

Von grösserer Wichtigkeit ist ein anderes Ellipsoid, welches 
im Innern des Körpers construirt werden kann und welches die 
Spannungen im Innern unmittelbar darstellt. Denken wir uns 
nämlich durch einen beliebigen Punkt des Parallelepipedons einen 
Schnitt gelegt, welcher den Körper theilt. Damit der frühere 
Gleichgewichtszustand aufrecht erhalten werde, muss man dann 
auf die Schnittfläche gewisse gleichförmig vertheilte Zugkräfte wir- 
ken lassen, welche im Allgemeinen nicht gegen diese Fläche senk- 
recht sein werden, und diese Zugkräfte sind offenbar keine andern 
als diejenigen elastischen Kräfte, mit welchen der abgeschnitten 
gedachte Körpertheil in Wirklichkeit auf den betrachteten wirkt. 
Wir erhalten also die elastischen Spannungskräfte, welche im Innern 
des' Körpers auftreten , sobald wir nur jene Zugkräfte so bestim- 
men, dass der abgeschnitten gedachte Theil des Prismas, ein 
Tetraeder, sich im Gleichgewichte befindet. 
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Denken wir uns Goordinatenaxen, welche, durch den betrach- 
teten Punkt gehend, den Kanten des Körpers parallel sind. Be- 
zeichnen wir durch p, q, r- die Winkel, welche die Normale der 
Schnittebene mit diesen Axen bildet, und durch rc, x, q die Win- 
kel, welche die auf dieser Fläche anzubringende Zugkraft mit den- 
selben Axen einschliesst. Diese letztere Kraft selbst sei, auf die 
Einheit der Fläche bezogen, T, und f die Grösse dieser Fläche. 
Alsdann ist die absolute Grösse der auf diese Fläche wirkenden 
Totalkraft Tf, und ihre Componenten sind 

Tf COS7T, Tf cosx, Tf cosq. 

Die unteren Seitenflächen des Tetraeders sind die Projec- 
tionen von f auf die Coordinatenebenen, deren Grösse offenbar re- 
spective f cosp, f cos?, f cosr ist; deragemäss wirken auf diese 
Seiten des Körpers folgende Gesammtkräfte: 

Nach der XAxe: t tt .f cosp, /,, .f cos?, t ti .f cosr 
Nach der YAxe: t i2 . f cosp, t tt .f cosq, t it . f cosr 
Nach der Z Axe: t l3 . f cosp, f f8 ../* cosq, f 38 . f cosr. 

Die Bedingungen also, unter welchen die Kraft T diesen Kräften 
das Gleichgewicht hält, sind, mit Uebergehung des Factors f: 

!T cos 7t = t n cosp + t tl cosq + / 3 , cosr 
T cosx = t l2 cosp + /„ cosq + t it cosr 
T cosq = f I8 cosp + t u cosq + t zz cosr. 

Diese Gleichungen bestimmen zusammen mit der bekannten 
Gleichung 

cos % n + cos 2 x + cos*q = 1 

völlig die Kraft T und ihre Richtung, so dass man also die Grösse 
und Richtung der Spannung angeben kann, welche ein irgendwo 
im Körper gedachtes ebenes Flächenstück auszuhaken hat. 

Aber um die Grösse und Richtung dieser Zugkräfte für ver- 
schiedene durch denselben Punkt gelegte Ebenen mit einander 
vergleichen zu können, bedient man sich einer geometrischen 
Deutung der Gleichungen (2), welche im Wesentlichen von Lame 
herrührt. 

Löst man die Gleichungen (2) nach den Veränderlichen cosp, 
cos q , cos r auf und bezeichnet durch A den gemeinschaftlichen 
Nenner, welcher bei dieser Auflösung eintritt, 

« == 'll *22 ^33 1 2 t i2 1*3 /31 t ti f <s t 2 t '31 ^33 Ut > 

so wie durch J U) A xx etc. die folgenden Ausdrücke: 
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so erhäJtman die Auflösungen der Gleichungen 2 in folgender Form: 

!J . COSp = T [J Xi COS7T + ^12 C0SX "I" ^13 COS(>) 
4 .cosq = J (^ 21 costt + A tx cosjc + ^f 23 cosq) 
J . COSr = T (^ 81 COS TT + ^jj COSJC + ^33 COS(>). 

Untersucht man jetzt den Punkt, in welchem die Oberfläche 
zweiter Ordnung 

(4) . .J n x* + J 2t y t + J 33 z*+2J i3 yz + 2J 3i zx + 2J it xy = kJ 

(durch k eine beliebige Constante bezeichnet), deren Mittelpunkt 
in dem betrachteten Punkte, dem Anfangspunkt der Coordinaten 
selbst liegt, von der Richtung der Zugkraft T getroffen wird, so 
ist in jenem Puncte offenbar 

x : y : z = cos 7t : cosx : cos^. 

Es verhalten sich also cosp : cos# : cos r wie die Differential- 
quolienten der Fläche (4) nach x, y, z t was das Kennzeichen dafür 
ist, dass p, q, r der Richtung der Normale im Punkte x, y, z 
angeben. Sonach ist also die Tangentenebene des Punktes x t y, z 
mit der Schnittfläche parallel, deren Zugkraft nach x, y, z gerich- 
tet war, oder mit anderen Worten: 

Ieder durch den betrachteten Punkt gelegten 
Ebene entspricht als Richtung der sie angreifen- 
den elastischen Zugkraft die Richtung des in Be- 
zug auf die Fläche (4) ihr conjugirten Durchmessers. 

Trägt man nun ferner auf dieser conjugirten Richtung die 
Grösse der Zugkraft T selbst auf, und führt dasselbe für alle 
durch den Anfangspunkt gehenden Ebenen aus, so erhält man 
eine neue Fläche, welche durch ihre Radien die elastischen Kräfte 
der Richtung und Grösse nach darstellt. Doch nur in Verbin- 
dung mit der Fläche (4) gestattet sie eine einfache Üebersicht der 
Verhältnisse. Denn jeder Radius der neuen Fläche giebt 
Richtung und Grösse derjenigen Zugkraft an, welche 
die dieser Richtung in Bezug auf die Fläche (4) con- 
jugirte Ebene auszuhalten hat. 

Die neue Fläche ist ein Ellipsoid, was mit der Fläche (4) nicht 
nothwendig der Fall ist. In der That, man erhält diese neue 



- 16 - 

Fläche, das Elastiritätsellipsoid, indem man bemerkt, dass 
die Goordinaten eines Punkts desselben die Grössen 

x = T coap, y = T cosg, z = T cosr 
sind. Setzt man dies in die Formel (3) ein und addirt dann die 
Quadrate jener Gleichungen, so kommt: 
5) . . J k ={J xx x + 4 %t y + 4*zf + (4 tx x+ 4 n y + J n z)' 

+ (z/ 81 x + J n y +J„z)*. 
In dieser Gleichung kommen nur noch die Veränderlichen 
a% y, z vor; und man hat also die Gleichung einer Fläche zwei- 
ter Ordnung vor sich. Sie hat abermals ihren Mittelpunkt in 
Anfangspunkte; und da der rechte Theil offenbar positiv ist, so 
dürfen die x, y, z auf keine Weise unendlich gross werden: die 
Fläche kann daher nur ein EUipsoid sein. Sprechen wir somit 
den Satz aus: 

Wenn man durch einen Punkt des Körpers 
sämmtliche möglichen Ebenen legt, und die auf 
sie wirkenden Zugkräfte der Richtung und Grösse 
nach als Radien einer Fläche betrachtet, so wird 
dieselbe das EUipsoid (5). 

§ 6. Hauptspannungen; Hauptaxen des Elasticitatsalliptoids. 

Es giebt nun immer gewisse Richtungen, in welchen die 
Zugkraft auf der Ebene, weicher sie angehört, senkrecht steht. 
Um dieselben zu finden, hat man weiter nichts zu thun, als in 
den Gleichungen (3) die Winkel k, x, q zusammenfallen zu lassen 
mit p, q, r; alsdann gehen jene Gleichungen über in die drei 
Gleichungen 

!(/,, — T) cosp + t it cosq + / 18 cosr = 
t it cosp + (t tf — T) cosq + t n cosr = 
fia cosp + * i8 cosq + (/„ - T) cosr = 0, 

welche ausser den Verhältnissen von cosp : cos q : cos r noch die 
unbekannte Grösse T enthalten, die Grösse der Zugkraft, welche 
der gesuchten Ebene entspricht. Eliminirt man die Verhältnisse der 
Cosinus aus den Gleichungen (6), so ergiebt sich eine cubische 
Gleichung für T; 

(7) \ S = ( '" ~~ ^ (/ " _ T) ( ' 33 ~~ T) + 2 ' 8S ' 31 '» 

1 } ' - (*., - T) 4 — (/ fl — T) t\ x — (t u - T) t] t = 0. 
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Diese cubische Gleichung hat immer reelle Wurzeln, wie so- 
gleich gezeigt werden soll. Man schliesst also daraus: 

In dem Körper giebt es immer drei Ebenen, 
deren Zugkräfte auf denselben senkrecht stehen; 
die drei entsprechenden Zugkräfte sind die Wur- 
zeln der Gleichung (7). 
Um die Richtungen der Ebenen selbst zu finden, denen diese 
Zugkräfte angehören, bemerke man, dass, die Gleichung (7) als 
erfüllt vorausgesetzt, die Gleichungen (6) nur noch zwei von ein- 
ander verschiedene Gleichungen darstellen. Indem man die erste 
oder die zweite oder die dritte derselben auslässt, gewinnt man 
drei verschiedene Bestimmungen für die Verhältnisse der Cosinus, 
nämlich : 

cos p : cos q : cos r = 
= (<« — T) {t„ —I)-tU-.t 23 t 3i — tv (*„ - T) : t lt t„-^t n {t u - T) 
= in < 3 i — ',i (l»—T) : .(/,,— T)(l tl - l) — tl : t at t lt —t ta (t lt — 7) 

== 'jf *23 *i3 Vit — *) : hi *i2 hi \hi T) : \h\ — T) [h% *) f 1Ä . 

In diesen Gleichungen ist sogleich auffallend, dass die Hori- 
zontalreihen der 9 Ausdrücke rechts den Verticalreihen genau 
gleich sind; also, nicht nur die Horizontalreihen, sondern auch 
die Verticalreihen stellen die Verhältnisse der cos/>, cos?, cosr 
dar. Man schliesst daraus leicht, dass die 6 verschiedenen Aus- 
drücke, die auf der rechten Seite auftreten, sich verhalten, wie 
die Quadrate und Producte dieser Cosinus; mit andern Worten, 
dass es immer eine Zahl m giebt, so dass 

!m cos 2 p=(t ti — r)(f M — T) — /| s ; rocosgcosr=* s ,* lf — *„(*,, — T) 
mcos t q=(t 33 —T)(t ii ^T) — tl i ; m cos r cos p=t is t tz — t 8t (/„ — T) 
mcos 2 r={t n —T){t %% —T) — t\ 2 \ m cos p cos q=t t3 t 31 — t it (t 33 — T). 

Diese Gleichungen geben die einfachste und übersichtlichste 
Bestimmung dieser Cosinus an. Den unbestimmten Factor m be- 
stimmt man leicht aus der Bedingung, dass die Summe der drei 
Cosinusquadrate 1 sein muss; es findet sich durch Addition der 
ersten drei Gleichungen (8). 

m=(* 82 — J) (t u -T) + (t n - T) (t tl _ T) + t u — T) (t„ - T 

/* /* t* 

*23 '31 *ll> 

oder wenn man die Gleichung (7) zu Hülfe nimmt: 
(8a) , . m = - — , 

Clebsch, Theorie elast. Körper. O 
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neiurrU endlich die Cosinus ihre vollständige Bestimmung erhal- 
te«. In der Thal findet sich dann aus (8): 
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Die Vorzeichen der Quadratwurzeln sind so zu wählen, dass 
den arideren Gleichungen (8) noch genügt wird ; wodurch sämmt- 
lirfie Zeichen hin auf ein allen gemeinsames Vorzeichen bestim- 
men. Diene letzte Unbestimmtheit, wonach sämmtliche Cosinus 
gleichzeitig mit entgegengesetzten Zeichen genommen werden 
dürfen, int in der Tliat gleichgültig; sie kommt darauf hinaus, 
das« die Normale einer Fläche ebensowohl nach der einen als 
nach der anderen Seite gezogen werden kann. 

Es soll nun gezeigt werden, wie die drei. Richtungen, für 
welche die Zugkraft auf ihrer Ebene senkrecht steht, gegen ein- 
ander liegen; so wie dass sie die gemeinschaftlichen Hanptaxen 
des Elasticitätsellipsoids und der Fläche (4) sind. Bezeichnen wir 
zu diesem Ende durch T*, T" zwei Wurzeln der Gleichung (7), 
und durch p, ?', r', p'\ ?", r", die zugehörigen Werthe von p, 
q, r. Man findet danu sofort aus (6), indem man darin p, q, r 
durch p, ?', r ersetzt, dann jene Gleichungen respective mit 
cosp", cos?", cosr" multiplicirt und sie endlich addirt: 

f (cos/?' cos//' + cos/ cos?" + cosr' cosr") = 
= t it cos/?' cosp" + f, s (cos?' cosr" + cosr' cos?") 
+ t tt cos?' cos?" + f S | (cosr' cos/)" + cos/)' cosr") 
+ *33 cosr' cosr" -f- t lt (cos// cos?" + cos?' cos/)") 

Die rechte Seite dieser Gleichung ändert sich nicht, wenn 
man die einmal gestrichenen Buchstaben mit den zweimal ge- 
strichenen vertauscht; dasselbe muss also auch von der linken 
Seite gelten. Auch in dieser ändert sich der zweite Factor 
nicht, wohl aber der erste; und wenn nicht etwa ? = T", muss 
daher nothwendig 
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(10) . . cos p'cosp" + cos q cos q + cos r cos r" = 
sein. Diese Gleichung sagt aus, 

dass jede zwei der betreffenden Zugrichtungen, 
wofern nicht etwa die entsprechenden Wurzeln 
der Gleichung (7) gleich werden, auf einander senk- 
recht stehen. 
Sind also alle Wurzeln ungleich, so bilden diese drei Zug- 
richtungen drei auf einander senkrechte Linien. Man kann die- 
selben zu neuen Coordinatenaxen wählen und nennt man die 
neuen Coordinaten X, Y f Z, den Richtungen der drei Zugkräfte 
T' ,T", T'" entsprechend, bezeichnet man auch durch //", q"\ r" 
die der dritten Zugrichtung entsprechenden Winkel, so hat man 
für die Coordinatentransformation die Formeln: 

X = x cos// + y cos/ + z cosr' 
F = x cos//' + y cosg" + z cosr" 
= x cosp + y cosq + z cosr . 

Es ist nun leicht, direct einzusehen, welche Ausdrucke man 
erhält, wenn man in die Gleichungen der Flächen (4), (5) diese 
neuen Coordinaten einführt. 

Man kann nämlich offenbar das Parallelepipedon ebensowohl 
durch die ursprunglichen Flächen begränzt denken, als durch 
irgend drei Paar gegen einander senkrechter Flächen, vorausge- 
setzt nur, dass man auf diese neuen Flächen die Zugkräfte wir- 
ken lässt, welche in dem gegebenen Körper ihren Richtungen 
entsprechen. Dadurch ändert sich der innere Zustand des Kör- 
pers nicht im Mindesten; also auch die Flächen (4), (5), welche 
nur von den inneren Spannungsverhältnissen abhängen, ändern 
sich nicht im Mindesten. Da nun im Vorigen drei Flächenrich- 
tungen gefunden sind , auf welchen die betreffenden Zugrich- 
tungen senkrecht stehen, so kann man aus dem gegebe- 
nen Parallelepipedon immer ein anderes herausschnei- 
den, bei dem es nur normaler Zugkräfte bedarf, um 
das frühere Gleichgewicht aufrecht zu erbalten. Legen 
wir diese Flächen jetzt als Coordinatenebenen zu Grunde und bilden 
die Gleichungen (4), (5), so haben wir dar innach dem Vorigen nur 
die neuen Coordinaten an Stelle der alten, die neuen Spannungen 
an Stelle der ursprünglichen treten zu lassen. Also an Stelle 
von r,„ t n * *ss treten T', T", T'" t i iif t t3t t 3i aber verschwinden. 

2* 
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Und so erhält man für 

J u . . . T" T"'; ^ M .. 

J tt . . . T'"T' \ 4 tt . . . 0; J . . . r'r"r"' 

J„ . . . J' T ; ^ lt . . . 

wodurch die Gleichungen der Flachen (4), (5) auf die Hauptaxen 
bezogen erscheinen, in' der Form : 

(4a) . T + -=77 + ^t? = * 



r 


F» 7} 




F* Z* 

1 <Tl"* 1 rp'"l 



Die Hauptspannungen T\ T'\ T" stellen, wie man sieht, 
die Hauptaxen des Elasticitätsellipsoids selbst dar. Die Hauptaxen 
der andern Fläche sind den Quadratwurzeln dieser Grössen pro- 
portional, wenn anders dieselbe ein Ellipsoid ist. Aber man er- 
kennt, dass, k als positive Constante gedacht, das letztere nur ein- 
tritt, wenn sämmtliche Hauptspannungen positiv, also wirkliche 
Zugkräfte sind ; geht eine derselben in- einen Druck über, so wird 
die Fläche (4) ein Hyperboloid erster Art; werden zwei derselben 
Druckkräfte, so wird die Fläche ein Hyperboloid zweiter Art, 
und endlich bei drei Druckkräften imaginär. Umgekehrt ergiebt 
sich für ein negativ gedachtes k ein Ellipsoid bei drei Druckkräf- 
ten, ein erstes oder zweites Hyperboloid, wenn eine oder zwei 
der Druckkräfte in Zug übergehen, und eine imaginäre Fläche 
bei drei Zugkräften. Man bemerkt, dass durch passende Wahl 
des Vorzeichens von k man für diese Fläche immer ein Ellipsoid 
erhält, wenn die drei Hauptdruckkräfle gleichartig, ein Hyperbo- 
loid, wenn sie ungleichartig sind. 

Die Gleichung (10) übrigens beweist zugleich die hier ange- 
nommene Realität sämmtlicher Wurzeln der Gleichung (7). Wären 
zwei Wurzeln T nämlich conjugirt imaginär, also jedenfalls ver- 
schieden, so wären auch die entsprechenden Werthepaare von cosp, 
cosg, cosr conjugirt imaginär. Aber das Product zweier conjugirter 
Grössen a + b]/ — 1, a — b ]/ — 1 ist gleich der Summe zweier 
Quadrate a 1 + & 2 ; und so wurde die Gleichung (10), wenn T\ T" 
conjugirt imaginär sein könnten, in die Summe von 6 reellen 
Quadraten, gleich Null gesetzt, übergehen. Da nun eine solche 
Gleichung unmöglich ist, so ist damit zugleich die Unmöglichkeit 
imaginärer Wurzeln für die vorliegende cubische Gleichung dargethan. 
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§ 7. Untersuchung des Falles, wo das Elasticitätsellipsoid eine 

Umdrehungsfläche wird. 

Wenn zwei Wurzeln einer Gleichung einander gleich werden, 
so verschwindet bekanntlich nicht nur derjenige Ausdruck, wel- 
cher, gleich Null gesetzt, die Gleichung selbst liefert, sondern 
auch sein Differentialquotient. Sind also zwei Wurzeln T" , T" 
der cubischen Gleichung ß = o einander gleich, so verschwin- 

d & 
det a uch r-^, und somit nach (8 a ) der Factor m. Die Gleichungen 

(8) zeigen dann, da ihre linken Theile verschwinden, dass folgende 
drei Reihen von Verhältnissen einander gleich sind, durch T jene 
Dpppelwurzel bezeichnet: 

{t it T : f, 2 : /ja 

t 12 : t f2 — T : t t3 

Dies führt gewisse Bedingungen für die Grössen / mit sich, 
welche hier nicht näher erörtert zu werden brauchen. Aber man 
sieht, dass in Folge der Gleichheit dieser Verhältnisse die Glei- 
chungen (6) sich auf eine einzige Gleichung reduciren. Wodurch 
denn die cos/?, cosq, cos r nicht mehr vollständig bestimmt sind. 
Mit andern Worten, die Richtungen, der beide gleich gewordene 
Hauptspannungen entsprechen , sind nur noch einer Bedin- 
gung unterworfen, welche keine andere sein kann, als dass sie 
auf der dritten ungleichen Hauptrichtung senkrecht sein müssen. 
In der That gehen zugleich die Flächen (4), (5), indem dann zwei 
Axen derselben einander gleich werden, in Rotationsflächen über; 
die geometrische Axe der Flächen fällt mit der Richtung der un- 
gleichen Hauptspannung zusammen, die anderen Hauptaxen liegen 
unbestimmt in der zu ihr senkrechten Richtung. In diesem Falle 
kommt das Problem lediglich darauf hinaus, die Richtung und Grösse 
der ungleichen Hauptspannung T\ so wie die Grösse der gleich ge- 
wordenen Spannungen J" = T'" = T zu finden. Und dies 
Problem kann man ohne Weiteres auf folgende Art lösen : 

Bestimmen wir drei Winkel p, q', r und einen Factor m 
aus den Gleichungen:" 

m cosq cosr = t t3 

(12) sm' cosr' cos// = t it 

m cosp' cosq' = t it . 
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Man findet leicht daraus, indem man immer das Product 
zweier Gleichungen durch die dritte dividirt: 



(13) 
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und da die Quadrate dieser Grössen zusammen gleich 1 sein müssen: 

tn = -j- -j- 

ha hi ht 

Die Vorzeichen der Quadratwurzeln gestatten noch mehrere 
Combinationen ; aber unter diesen kann es uur eine (oder zwei, 
deren eine von der andern sich nur durch die Umkehrung sämmt- 
licher Zeichen unterscheidet) geben, welche die Gleichungen (12) 
befriedigt. Die Gleichungen (11) lehren dann, dass gleichzeitig 

(14) U t 

[hz 

Hieraus ergiebt sich der Werth von T, welcher aus allen 
drei Gleichungen der nämliche werden muss. Und da zugleich 
die Gleichungen (6) mit Uebergehung überflüssiger Factoren in 
die eine: 

cos// cosq + cosq' cosq + cosr' cosr = 
übergehen, so zeigt sich, dass die Winkel p\ q, r die Richtung 
der ungleichen Hauptspannung T' ohne Weiteres selbst angeben. 

Da nun die Doppeiwurzel der cubischen Gleichung aus (14) 
schon gefunden ist, so fehlt nur noch die Grösse der ungleichen 
Hauptspannung T selbst. Stellt man sich nun in (6) statt p f q f r 
geschrieben vor p', q', r, demnach auch T' für T, und drückt 
zugleich die Werthe der t aus den Gleichungen (13), (14) durch 
T, m und die Winkel p\ q, r aus, so gehen jene drei Glei- 
chungen sofort in die eine über: 

T — T' + m = 0, oder 
(15) t = T + m. 

Durch die Formeln (13), (14), (15) ist das Problem also 
vollkommen erledigt. 
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Wenn es in diesem Falle unendlich viel Ebenen giebt, für 
welche die Spannung auf der Angriffsebene senkrecht steht, näm- 
lich die auf T' senkrechte, und alle durch T' gelegte Ebenen, 
denen eben die Zugkraft T entspricht; so werden endlich über- 
haupt alle Spannungen, wie ihre Angriffsebenen auch gerichtet sein 
mögen, einander gleich, sobald die Flächen (4), (5) in Kugeln über- 
gehen; also wenn T' =• T" = T"\ In diesem Falle müssen 
(4), (5) sich offenbar schon in ihrer ursprünglichen Gestalt als 
Gleichungen von Kugeln darstellen; mit andern Worten, es müs- 
sen die Spannungen ( n , t iSl / 3 , verschwinden, die Spannungen 
'u> Ut> '33 aoer einander gleich sein. Dieser Zustand tritt also 
nur ein, wenn sämmtliche Seitenflächen mit gleicher Stärke in 
normaler Richtung gedrückt oder gezogen werden. 

§ 9. Das Elasticitätsellipsoid durch Ebenencoordinaten ausge- 
druckt Grenzfalle desselben. 

Der wahre allgemeine Charakter der Flächen (4), (5) aber tritt, 
namentlich auch in Bezug auf gewisse sogleich zu erörternde 
Grenzfälle, erst dann deutlich hervor, wenn man jene Flächen 
nicht durch Punktcoordinaten , sondern durch Ebenencoordinaten 
ausdrückt; d. h. wenn man die Bedingung sucht, welche zwischen 
den Abschnitten stattfindet, die jede Tangentenebene der Fläche 
auf den Coordinatenaxen bildet. Diese Bedingung kann man eben- 
sowohl wie die Gleichung in x, y, z als Gleichung der Fläche 
betrachten; man findet dieselbe folgendermassen : 

Schreibt man. die Gleichung einer Ebene in der Form: 

(16) uX + vY + tvZ + l = 0, 

so sollen w, v y w.die Coordinaten der Ebene genannt werden. 
Die Abschnitte auf den Axen erhält man, wenn man je zwei der 
Grössen X, Y, Z verschwinden lässt und jedesmal die dritte be- 
rechnet; diese Abschnitte werden also; , , , 

u v w 

wodurch die geometrische Deutung der Grössen w, v, rv gegeben ist. 
Da nun die Tangentenebene einer Fläche /" = durch die Formel 

df (X-x) + -%- (F-y) + M- (Z-z) = 



dx dy d* 

gegeben ist, so hat man, damit die Gleichung (16) die Tangenten- 
ebene von f = darstelle, offenbar: 



(17) 
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d f t 

= A U 

= Xv 



d x 


df 


dy 


df 



dz 

durch X einen unbestimmten Factor bezeichnet, und ausserdem, 
da der Berührungspunkt x auf der Ebene liegen muss, aus (16). 
(18) ux + vy + rvz + 1 = 0. 

Eliminirt man aus (17), (18) und aus der Gleichung der Fläche 
die Grössen x, y, z, X, so bleibt eine Gleichung in u, v, w übrig, 
die Gleichung der Fläche in Ebenencoordinaten. 

Wendet man dies auf die Fläche (4) an , indem man bei der 
Bildung der Gleichungen (17) nur den von der Differentiation her- 
rührenden Factor 2 in den unbestimmten Factor X eingehen lässt, 
so erhält man aus (17) das System:) 



( J it x + J it y + 4 i9 z = Xu 
. . . A J tl x + J n y + J ti z = Xv 



(19) 

[ J 3l x + J 3t y + J 3i z — X w. 

Multiplicirt man nun mit x 9 y, z und addirt, so wird die 
linke Seite wegen der Gleichung der Fläche gleich k.d, und die 
rechte wegen (18) gleich — a, so dass also 

a = — k . d\ 
Die Gleichungen (19) erhält man offenbar aus (3), wenn man 
darin .r, y, z an die Stelle von T cos7r, T cosx, Jcosp, und 
zugleich — ku, — " kv, — kw an die Stelle von cosp, cos^, cosr 
setzt. Da nun die Gleichungen (3) das System (2) nach sich ziehen, 
so muss man durch dieselben Vertauschungen auch aus diesem 
System richtige Gleichungen erhalten. Dieselben gehen dann 
über in: 

x == — k (t lt u + *„ v + / ls tv) 
V = — Ar (f^ u + t tt v + t {% w) 
z = — k (f 8l u + f 32 v + / 8 s »); 
und wenn man hier mit u, v, tv multiplicirt, so dass bei der Ad- 
dition links — 1 kommt, so erhält man endlich die gesuchte 
Gleichung der Fläche in Ebenencoordinaten: 

(4b) — = t n u % + t 2i v % + f 33 w % + 2 t t3 vw + 2 t 3l wu + 2 t lt uv. 
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Diese Gleichung ist der Punktgleichung der Fläche (4) ganz 
analog, aber auf viel einfachere Weise gebildet, indem an Stelle 
der A die Spannungen i getreten sind. 

Wendet man dasselbe Verfahren an auf das Elasticitätsellip- 
soid, so ergeben sich zunächst aus (17) die Gleichungen: 

A n M + J i2 N + J iB P = Xu 
(20) ... J 2i M + J 2l N + J 23 P — X v 
J 3l M + A 32 JV + J n P = X w, 

wo der Kurze wegen durch M, N, P die drei Ausdrücke 

M = J n x + A X2 y + J lt z 
N = J 2t x + J 22 y + A %% z 
P = J sl x + J 92 y + z/ 3S * 

gesetzt sind, so dass die Gleichung der Fläche die Gestalt 

(21) M 1 + N* + />' = A 1 

annimmt. Multiplicirt man wieder die Gleichungen (20) mit x, y, 
z und addirt, so erhält man, ähnlich wie oben: 

4* — — X; 

und indem man dann die Gleichungen (20) wieder mit dem System 
(3) vergleicht, von diesem aber auf das System (2) zurückgeht, fin- 
det sich, als dasjenige System, aus dessen Auflösung nach w, v,tv 
das System (20) hervorgegangen betrachtet werden kann: 

M = — A {t lt u + t l2 v + * 13 w) 
N = — J (t 2i u + ( 22 v + t 2Z n>) 
P — — J (f 31 u + t n v + * 38 w). 

Und setzt man dies endlich in die Gleichung (21) ein, so er- 
hält man die folgende einfache Form der Gleichung des Elasti- 
citätsellipsoids in Ebenencoordinaten : 

(5b) . l = (*iiif+titt>+ *»*>)' + (t2iU+t 2i v+t 2S w)* + (/,lU+l lt »+/ M w)^ 

Nach dem, was oben entwickelt ist, erhält man die Glei- 
chungen beider Flächen endlich bezogen auf ihre Hauptaxen, wenn 
man nur die Grössen t 2ii t ai9 t i2 gleich Null setzt , die anderen 
Grössen t aber durch die Hauptspannungen T\ T" , T'" ersetzt. 
Werden nun in dem System die Hauptaxen die Ebenencoordi- 
naten durch U, V, W bezeichnet, so sind demgeraäss die Glei- 
chungen der Flächen auf ihre Hauptaxen bezogen und in Ebe- 
nencoordinaten ausgedrückt: 



— 26 - 

(4c) TIP + TV* + T"W % =--, 

k 

(5c) T^ü* + r'V 1 + T'"* W % =r i. 

Die Formen sind unter anderm von grosser Wichtigkeit bei 
der Untersuchung derjenigen Grenzfalle, in welchen eine oder 
mehrere Wurzeln der cubischen Gleichung verschwinden. 

Ist etwa T" =■= o, so reduciren sich die Gleichungen (4 e ) 
und (5 C ) auf 

(4d) 7 ' V + T" V 1 ^ i- 

k 

(5d) , . T '» U* + T* V* = 1. 

Untersuchen wir die Bedeutung dieser Gleichungen. Sie sind 
unabhängig von W\ d. h. wenn eine der Flächen (4 d ), (5 d ) von einer 
bestimmten Ebene berührt wird, so wird sie von allen Ebenen 
berührt, welche dieselben Abschnitte auf der XXxe und der FAxe 
machen. Alle solche Ebenen schneiden sich in einer Geraden, 
welche in der ZFEbene liegt; die Fläche (4 d ), (5 d ) stellen daher 
Curven dar, welche in der -JTFEhene liegen. Diese Curven sind 
offenbar die nämlichen, wie die, in welchen die Flächen (4 C ), (5 e 
von denjenigen Ebenen berührt werden, für welche W = o ist; 
denn für W=o gehen die Gleichungen (4 C ), (5 C ) in (4 d ), (5 d ) über. 

Diese Ebenen aber, welche die ZAxe im Unendlichen schnei- 
den, bilden den mit dieser Axe parallelen Berührungskegel dieser 
Flächen, und seine Berührungscurve ist der Schnitt der Flächen 
(4 C ), (5 C ) mit derZFEbene. Die Gleichung (5 d ) stellt also die Ellipse 
dar, welche im Allgemeinen das Elasticitätsellipsoid mit der XY- 
Ebene gemein hat, eine Ellipse mit den Axen T\ T"\ die Glei- 
chung (4 d ) hingegen giebt eine Ellipse oder Hyperbel, je 
nachdem T\ T" gleiches oder entgegengesetztes Zeichen haben. 

Ist also eine Hauptspannung gleich Null, so liegen für alle 
möglichen Ebenen die ihnen entsprechenden Spannungsrichtungen 
in einer Ebene, so dass für alle Ebenen, die durch ein und die- 
selbe in jener liegende Gerade gehen, die Spannung der Richtung 
und Grösse noch dieselbe ist. Lässt man in jener Ebene die 
Gerade sich um einen Punkt drehen, so beschreibt der Endpunkt 
der ihr entsprechenden Zugkraft eine Ellipse. Dieser Zustand 
tritt z. B. ein, wenn das Parallelepipedon nur auf zwei Flächen- 
paaren durch normal wirkende Kräfte angegriffen, auf der dritten 
aber weder gedrückt noch gezogen wird. 
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Sind endlich zwei Wurzeln der cubischen Gleichung Null, so 
dass neben T'" auch T" verschwinden, so gehen die Gleichungen 
der betrachteten Flächen über in: 

(4e) T' ü* = 1 

k 

(5c) T" % ü % = 1. 

Jede dieser Gleichungen stellt zwei einzelne Punkte dar, 
welche auf der Hauptaxe X zu beiden Seiten des Anfangspunkts 
in den Entfernungen Yk T und + T' liegen. Denn alle Ebenen 
welche der Gleichung (4 e ) genügen, schneiden nothwendig von der 
XAxe entweder das Stück fk T oder das Stück — yH^f ab, 
müssen also durch einen der hierdurch bestimmmten Punkte gehen, 
sind aber weiter keiner Bedingung unterworfen. Ebenso schnei- 
den alle der Gleichung (5 e ) entsprechenden Ebenen von der X- 
Axe die Strecken + T ab und gehen also durch einen der da- 
durch bestimmten Punkte, ohne weitern Bedingungen unterworfen zu 
sein. In diesem Falle hat also für alle nur denkbaren Angriffs- 
ebenen die Spannung völlig dieselbe Grösse und Richtung. Es 
tritt das z. B. ein, wenn nur ein einziges Flächenpaar des Kör- 
pers normalen Zugkräften unterworfen ist. 



§ 10. Spannungen, welche irgend drei gegen einander senk- 
rechten Ebenen entsprechen. 

Ich schliesse diese geometrischen Betrachtungen über das 
Elasticitätsellipsoid mit einem Satz, welcher die Existenz der Haupt- 
zugrichtungen gewissermassen als speciellen Fall eines allgemeinen 
Verhaltens erscheinen lässt. 

Die .Zugrichtungen, welche den Flächen des Parallelepipedons 
selbst entsprechen, erhält man aus den Gleichungen (3), indem 
man je zwei der Grössen cos/>, cos#, cosr gleich Null sein lässt. 
Für diese hat man also immer je zwei der drei Gleichungen 
erfüllt: 

J u COS7T + A\ t COSÄ + 4 iS COSQ = 

J ti cosrc + d tt cosx + A %% cos(> = 

J st COS7T + ^32 C0S * + ^83 C0S Q = 0. 

Inzwischen verhalten sich die Cosinus von %, x, q der An- 
nahme nach zu einander wie die Coordinaten .r, y, z des ent- 
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sprechenden Punktes im Elasticitätsellipsoid, dessen Radius vector 
eben die durch die Winkel n, x, q bestimmte Zugrichtung dar- 
stellt. Diese Zugrichtungen sind also die Schnittlinien der drei 
Ebenen : 

/ A xx X + A„ Y + A l% Z = 

(22) \a %x X + A n Y + A u Z = 

1 A 9l X + A 3t Y + A 3i Z = 0. 

Bilden wir nun die Gleichungen der Tangentenebenen, welche 
in den Endpuncten jener drei Radien sich an das Elasticitats- 
ellipsoid legen lassen, so werden ihre Gleichungen, mit Rücksicht 
darauf, dass von den Ausdrücken 

A n x + A xt y + A xi z 
A t i x + A n y + A n z 
A 3X x + A it y + 4, s z. 

immer je zwei verschwinden, mit Uebergehung überflüssiger Fac- 
toren die folgenden: 

A ix ( X - x) + A tt (Y - y) + A n (Z - z) = 
A tl (X —.x) + A t% (Y - y) + A ti (Z - *).= 
*,, (X - x) + A n (Y - y) + A 3i (Z — z) = 0. 

Da die Coefficienten von X, Y, Z in diesen Gleichungen ge- 
nau dieselben sind, wie in (22), so sind diese in den Endpunkten 
der drei Radien gezogenen Tangentenebenen der Reihe nach den 
Ebenen parallel, welche durch je zwei jener Radien bestimmt 
sind, oder mit anderen Worten, jene Radien sind conjugirte 
Durchmesser des Ellipsoids. 

Aber, wie oben schon bemerkt wurde, kann man sich den 
Körper durch irgend welche andere drei Paare auf einander senk- 
rechter Flächen begränzt denken. Dann müssen also, wenn man 
etwa von diesen ausgeht, nach denselben Betrachtungen auch die 
ihnen entsprechenden Zugkräfte conjugirte Durchmesser des El- 
lipsoids sein. Und so findet sich folgender Satz: 

Die Zugrichtungen, weiche irgend drei auf ein- 
ander senkrechten Ebenen entsprechen, sind con- 
jugirte Durchmesser des Elasticitätsellipsoids. 
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§ 11. Krystallinisches Parallelepipedon. 

Es soll jetzt untersucht werden, in wie weit die im Vorigen 
ausgeführten Betrachtungen zu modificiren sind, wenn das unter- 
suchte Parallelepipedon aufhört, in allen Richtungen dieselbe . 
Structur zu besitzen, und in denjenigen Zustand übergehl, wel- 
chen man als krystallinisch bezeichnet. Man kann diesen Zu- 
stand am einfachsten dahin charakterisiren, dass es in dem Körper 
dann gewisse Richtungen von Ebenen giebt, in welchen eine Verschie- 
bung paralleler Schichten gegen einander mit besonderer Leichtigkeit 
erfolgt; so wie dass in gewissen Richtungen der Körper ausdehnenden 
oder comprimirenden Kräften weniger Widerstand leistet als in 
andern. Ungleichheiten dieser Art aber finden sich nicht blos 
in den wirklich krystallisirten Stoffen, sondern auch grösstenteils 
in grösserem oder geringerem Maasse bei ursprünglich unkrystal- 
linischen Substanzen, welche gewissen immer im nämlichen Sinne 
wirkenden Einflüssen lange Zeit ausgesetzt gewesen sind. 

Stellen wir uns also aus derartigem Material ein Parallelepipe- 
don vor, welches auf seinen Flächen durch beliebig gerichtete gleich 
vertheilte Kräfte angegriffen wird, die nur wieder auf den paral- 
lelen Flächen gleich und entgegengesetzt sein sollen. 

Der einfachste Fall wäre der, wo von den erwähnten Schich- 
tungen etw a nur drei auf einander senkrechte existiren, die zugleich 
den Flächen des Körpers parallel wären. In diesem Fall würde 
man durch normale Zugkräfte auch nur normale Verschiebungen 
hervorbringen ; und der Körper würde sich für solche Kräfte ver- 
halten, wie ein unkrystallinischer Körper, bei welchem nur in 
den drei Zugrichtungen der Elasticitätsmodul E wie die ent- 
sprechenden Coefficienten fi verschiedene Werthe hätten. 

Aber wenn jene Ebenen leichterer Verschieblichkeit gegen 
die Seitenflächen geneigt sind, so erkennt man sofort, dass selbst 
normale Zugkräfte bereits neben Ausdehnung auch seitliche Ver- 
schiebungen hervorrufen würden. In diesen Falle werden also 
im A ligenreinen durch jedes System von Zugkräften, normal oder 
nicht, sowohl der Winkel als die Seiten des Körpers geändert 
Bezeichnen wir wieder die Kantenlängen ursprünglich durch a, 
b, c, nach der Verschiebung aber durch a (1 + or), b (1 + ß), 
c (1 + y), so wie die Winkel des verschobenen Parallelepipedons 
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n it it 

durch— — g> t — — % t — — tf;, so sind die 6 Grössen a,ß,y, 

JL X It 

g>, ^, y von sämmtlichen Componenten f,„ t 2t , / f3 , f 13 , /,„ * lf der 
äussern Kräfte abhängig; daher auch umgekehrt diese als Functionen 
von jenen betrachtet werden können. In dieser letzten Vorstel- 
lung aber kann man den Umstand benützen, dass die sechs 
Grössen a, ß, y, <p, ^, y sämmtlich sehr klein sind; man kann 
daher die sechs Componenten nach Potenzen dieser Grössen ent- 
wickelt denken, und es wird genügen, die ersten Potenzen bei- 
zubehalten. Terme, welche von den Verse hieb ungsgrössen unab- 
hängig sind, können nicht vorkommen, da offenbar die Verschie- 
bungen mit den äussern Kräften zugleich verschwinden müssen. 
So drucken sich also die Grössen t durch die Verschiebungen 
auf lineare Weise aus, und man erhält ein System von Gleichungen 
folgender Form: 

'ii = «ii,u<* + *\\>nß + *iuuy + «Ji>t39> + «ii»3iJE + «ii.it* 
ht = «tt.ii* + a tt , n ß + a,„s 8 y + «tt.23? + «2t.siZ + flft.it* 

'»• = «»»ll« + <***>** ß + «33,33 7 + «13.21 <P+ «33.31 X + «*,lt* 

't3 = «ta,il<* + «23»ttß + «13.33 11 + «23.13 9 + «t3»3i X + «t3.it* 

'31 =«31.11« + «SLttß + «31.33? + «31.13?+ «31.31 X + «31, It* 

'lt=«12.11 a + «It.Jl/ 5 + «12.33? + «12.23?+ «12*31 X + «I2»it*- 



(23) 



Die Bezeichnungen in diesem Schema sind so gewählt, dass 
immer das erste Paar von Indices auf die entsprechende Span- 
nung hindeutet, in deren Ausdruck der Coefiicient eingeht, 
das letzte auf die Verschiebungsgrösse , mit welcher derselbe 
multiplicirt ist. Und indem dabei der Index 1 immer an die 
Kante a erinnern soll, 2 an b, 3 an c, entspricht 11 der Ver- 
schiebungsgrösse er, welche der Kante a angehört, 12 der Verän- 
derung ty, welche der Winkel von a gegen b erfahren hat, u. s. w. 

Die 36 Constanten a sind nur von der Natur der .Sab stanz 
abhängig; von denselben muss man einige als gleich betrachten, 
wovon weiter unten die Rede sein wird. 

Die Gleichungen (23) also treten an die Stelle der Gleichungen 
(l a ) §4. Aber die ferneren Betrachtungen, welche im Vorigen 
an jene Gleichungen geknöpft sind, bleiben hierdurch völlig un- 
geändert, da in denselben die Ausdrucke der Spannungen durch 
die Verschiebungen auf keine Weise benutzt worden sind. Na- 



— 31 - 

mentlich also wird das Elasticitätsellipsoid auch hier auf ganz 
dieselbe Weise zu behandeln sei«. 



§ 12. Gleichgewichtszustand eines von beliebigen Kräften 

ergriffenen Körpers. 

Die bisher angestellten Betrachtungen wenden wir nun auf 
die Untersuchung des Gleichgewichtes eines elastischen Körpers 
an, welcher irgend welchen Kräften unterworfen ist. Die letzte- 
ren wirken zum Theil auf die Oberfläche, zum Theil, wie die 
Schwere, auf das Innere ; beide können der Richtung und Grösse 
nach veränderlich sein von einem Punkte des Körpers zum an- 
dern; doch wird das Eine sogleich festzuhalten sein, dass die auf 
sehr kleine Oberilächentheile wirkenden Kräfte im Allgemeinen 
von der Ordnung des kleinen Flächenstückes sein werden, so 
wie die auf ein Volumenelement im Innern wirkenden Kräfte von 
der Ordnung dieses Elements. Man kann daher, durch do ein 
Oberflächenelement ausgedruckt, die auf dasselbe wirkende Kraft 
durch das Product einer endlichen Zahl mit dem Element do selbst 
darstellen; und jene endliche Zahl bedeutet dann die äussere 
Kraft, bezogen auf die Einheit der Fläche; ebenso, wenn dv ein 
Volumenelement ist,- kann man die auf dasselbe wirkende Kraft 
durch das Product einer endlichen Zahl mit dv darstellen, und 
jene Zahl bedeutet die Kraft, bezogen auf die Einheit des Volumens. 

Fassen wir nun im Innern des Körpers ein unendlich kleines 
ursprünglich rechtwinkliches Parallelepipedon ins Auge, dessen 
Kanten denAxen eines rechtwinkligen Coordinatensystems parallel 
sein mögen. Dasselbe wird einerseits durch die auf das Innere 
desselben wirkenden äussern Kräfte angegriffen; andererseits aber 
festgehalten durch die Spannungskräfte, welche auf die Seiten- 
flächen wirken und ihre Entstehung den durch die Verschiebungen 
hervorgerufenen Molekularkräften verdanken. Diese Spannungs- 
kräfte sind auf die Einheit der Fläche bezogen endliche Grössen ; 
die wirklichen Kräfte, mit welchen in Folge dessen die Seiten- 
flächen angegriffen werden, sind demnach von der Ordnung dieser 
Flächen selbst, also unendlich kleine Grössen zweiter Ordnung, da 
die Flächen sich als Producte je zweier unendlich kleiner Kanten 
darstellen. Dagegen sind die auf das Innere wirkenden Kräfte 
dem Volumen des Parallelepipedons proportional, also vou der 
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dritten Ordnung. Hieraus folgt, das» jene Spannungskräfte sich 
bis auf unendlich kleine Grossen selbst unter einander das Gleich- 
gewicht halten müssen, dass also auch die auf gegenüberliegende 
Flächen wirkenden Spannungskräfte bis auf unendlich kleine 
Grössen gleich, parallel und entgegengesetzt sein werden, so dass 
ihre Differenzen unendlich klein, und dadurch mit den auf das 
Innere wirkenden Kräften vergleichbar werden. Hierdurch ist 
auch die Continuität im innern Verhalten des Körpers gewahrt; 
insofern demnach jene Spannungen sich von einem Punkte zun 
benachbarten nur um Grössen ändern, welche von der Ordnung 
des Abstandes beider Punkte sind. 

Die Spannungen werden im Allgemeinen nicht normal auf 
den Seitenflächen des kleinen Parallelepipedons stehen. Sie sol- 
len daher wieder zerlegt werden nach den Richtungen der Coor- 
dinatenaxen; und ihre Componenten seien wieder bezeichnet wie 
oben ; wenn also dx, dy, dz die Kanten des Parallelepipedons sind, 
so hat man auf den Flächen, welche dem Anfangspunkt zuge- 
wandt sind, folgende Componenten: 

auf dy dz : t n dydz, ( lt dy dz, ( ls dy dz 
auf dz dx : t ti dz dx, t n dz dx, / 23 dz dx 
auf dxdy : / 3I dx dy , t 3t dxdy, t 33 dxdy. 

Die Spannungen t, welche für die verschiedenen Punkte des 
Körpers verschieden sind, werden aber nach dem Obigen stetige 
Functionen von x, y, z ; und um also von einer Fläche zur gegen- 
überliegenden überzugehen, hat man demnach in diesen Functionen 
nur resp. x um dx, y um dy, z um dz wachsen zu lassen; wo- 

r\ 4 7\ 4 

durch jede Kraft t in / + — — resp. t + — — dy, oder t -f 

— übergeht. Also wirken auf- die gegenüberliegenden Flächen 

o z 

folgende Componenten: 

auf dy dz :{l ti + ^dx)dydz, {(»+ l±dx)dydz, (t l3 +^dx)dydz 

Ol o* o^ • 

auf dz dx : (f tl + -^ dy) dz dx, (t n + -^ dy) dz dx, (f M + -^*dy)dz dx 

P)/ s)4 £J# 

auf dx dy : (/„ + -Jjl dz) dx dz, (l 3i + £ dy) dx dz, (t„ + ^dz)dxdy. 
Denken wir uns die t als Zugkräfte, wenn sie positiv sind, 
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so wirken diese letzteren Kräfte im Sinne der Coordinatenaxen 
die ersteren ihnen entgegen. Im Sinne der Axen endlich müssen 
wir noch die Componenten der äusseren Kräfte rechnen, welche 
auf das kleine Parallelepipedon wirken und welche durch 

X dxdydz, F dxdydz; Zdxdydz 
bezeichnet sein sollen. 

Die Bedingungen für das Gleichgewicht des Parallelepipedons, 
welche, wenn sie überall erfüllt sind, das innere Gleichgewicht 
des ganzen Körpers in sich schliessen, bestehen nun erstlich im 
Verschwinden der Componentensummen nach den drei Axen, so- 
dann aber im Verschwinden der Summen sämmtlicher Drehungs- 
momente, bezogen auf jede der Axen. 

Setzen wir zunächst die Summen entsprechender Componen- 
ten gleich Null, und berücksichtigen dabei, dass die Grössen der 
ersten Tafel, da sie den Axen entgegenwirken, mit negativen Zei- 
chen zu nehmen sind, so heben sich die Glieder xweiter Ordnung 
auf und indem man den Rest durch dxdydz dividirt, bleiben 
die Gleichungen: 
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dtu , djn , diu x==0 

dx dy dz 

dx dy dz 



,dx dy dz 

Bei der Berechnung der Summen der Drehungsmomente hin- 
gegen fallen die Grössen zweiter Ordnung nicht ohne Weiteres 
fort. Man kann daher, da man die Glieder zweiter Ordnung be- 
rücksichtigen muss, ihnen gegenüber die übrigen fortlassen. So 
werden weder die äusseren Kräfte noch die Differenzen der auf pa- 
rallele Flächen wirkenden Spannungskräfte zu berücksichtigen sein. 
Sind aber die auf gegenüberliegende Flächen wirkenden Kräfte 
gleich und entgegengesetzt, so wurde schon in § 4 nachgewie- 
sen, dass zum Gleichgewicht in Bezug auf Drehung nur das Be- 
stehen der Gleichungen 

nothwendig sei. Diese Gleichungen bestehen also auch hier, so 
dass sich die 9 Componenten der Spannungen auf 6 von einander 
verschiedene reduciren. Dies vorausgesetzt sind daher die Glei- 

C leb seh, Theorie elast. Körper. 3 
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chungen (24) die einzigen, welche das innere Gleichgewicht des 
Körpers fordert. 

Das kleine Parallelepipedon dxdy dz izl, wie man sieht, Zug- 
kräften unterworfen, welche ganz nach Art derjenigen geordnet 
ist, unter deren Einfluss oben der Zustand eines endlichen Paral- 
lelepipedons dargestellt wurde. So sind dann jene Betrachtungen 
sofort anwendbar, um die Zustände im Innern zu verdeutlichen. 
Auch hier besteht für jeden Punkt, d. h. für jedes Elementar- 
parallelepipedon ein EHipsoid, welches alle Punkte umfasst, welche 
ursprünglich in seiner Kugelfläche gelagert waren. Dies EHipsoid, 
welches Vcrschiebungsellipsoid heissen mag, soll weiter 
unten genauer untersucht werden. Ebenso werden alle kleinen 
ebenen Flächen, welche man durch einen beliebigen Punkt legt, 
noch durch Spannungskräftc angegriffen, deren Riebtungen die 
zu jenen Ebenen in Bezug auf eine bestimmte Fläche zweiter 
Ordnung conjugirte Durchmesser angeben. Endlich bilden die 
Endpunkte dieser Spannungskräfte, wenn man jede von dem be- 
trachteten Punkte aus ihrer wahren Richtung und Grösse nach 
anträgt, ein Elasticitätsellipsoid. Die Formeln und Sätze der §§ 
5 — 10 bleiben ohne die mindeste Modificalion anwendbar. Aber für 
jeden einzelnen Punkt des Körpers werden die Spannungen andre, 
daher auch die Lage jener Flächen und die Grössen ihrer Hauptaxen. 

Die Formeln (2) des § 5 dienen nun sofort zur Aufstellung 
der besonderen G leidige wichtsbedingungen, welche an der Ober- 
fläche der Körpers eintreten. Ein kleines Parallelepidedon, wel- 
ches wir in der Nähe der Oberfläche construiren , wird von der 
Tangentenebene dieser Oberfläche wirklich durchschnitten ; es existirt 
also in einem solchen eine Ebene, für welche Grösse und Richtuug 
der Spannung gegeben ist, die Grösse und Richtung des Drucks oder 
Zugs nämlich, welchen das Element der freien Oberfläche oder 
ihrer Tangentenebene durch die auf die Oberfläche wirkenden 
äusseren Kräfte erfährt. Ist T diese gegebene Zugkraft, sind *, 
k, q die Winkel, welche sie gegen die Axen bildet, sind endlich 
p, q, r die Winkel, welche die nach aussen gerichtete Normale 
der Fläche oder ihrer Tangentenebene gegen die Axen bildet, und 
bedeuten, wie immer, die Grössen t die Spannungen, welche in 
dem betrachteten Punkt die Flächen des Elementarparallelepipedons 
auszuhaken haben, so müssen die Gleichungen (2) noch immer 
erfüllt sein, und man muss also noch immer haben: 
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/,, COSp + *I2 cos # -4" *13 cosr = T COS TT 

(25) ...{'21 C0S P + '2* cos 9 + '23 cosr ~ T cosx 
t 3l cosp + t 32 cosq + *33 cosr = T cos q. 



§ 13. Ausdruck der Spannungen durch die Verschiebungen 

eines Punktes. 

Die Gleichungen (24), (25) drücken nun allerdings die Gleicb- 
gewichtsbedingungen vollständig aus; aber abgesehen von den 
Gleichungen (25), welche nur an der Grenze stattfinden, enthalten 
sie in nur drei Gleichungen sechs unbekannte Functionen. Auch 
wenn man mit Hülfe der Gleichungen (23) des § 11 die Span- 
nungen durch die Verschiebungsgrössen ausdrückt, ändert sich 
hierin nichts. Es kommt daher endlich darauf an, diese Ver- 
schiebungsgrössen auf nur drei Unbekannte zurückzuführen; und 
man erreicht dies, wenn man ins Auge fasst, dass die verschiede- 
nen Elementarparallelepipeda den ganzen Körper continuirlich zu- 
sammensetzen. Bezeichnet man die ursprünglichen Coordinaten 
der dem Anfangspunkte zugewandten Ecke des betrachteten Pa- 
rallelepipedons durch x, y, z, so haben die drei Ecken, welche 
mit dieser durch die Kanten dx, dy, dz verbunden sind, ursprüng- 
lich beziehungsweise die Coordinaten 

1. x + dy, y, z, 

2. x, y + dy, z, 

3. x, y, z + dz, 

Durch die Verschiebungen, welche die äussern Kräfte in 
dem Körper hervorrufen, mag nun die erste Ecke die Coordinaten 
x -f- u, y + v, z +rv erhalten, so dass u, v, w die Verschiebungen 
dieser Ecke in Richtung der Coordinatenaxen bedeuten. Diese 
Verschiebungen sind für jeden Punkt andere und also Functionen 
von x, y, z; man erhält somit die Verschiebungen der drei andern 
Ecken, indem man in den Functionen w, v, w für die erste Ecke x 
durch x + dx, für die zweite y durch y + <%> für die dritte z 
durch z + dz ersetzt. Dann werden die Coordinaten jener Ecken 
nach der Verschiebung: 
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cu 



1. x + dx + u + ~ da:, y + p + ^- cfcr, z + w + — dar, 

r.r dx ex 

2. x + w + tt- dy, y+dy + v + — dy, z + w + — dy, 



• du , 
3. a: + u + — dy, 



dv dw 

y + v + — dz, z + dz + n> + — dz. 

dz dz 



Wenn man von den in diesem Schema enthaltenen Grössen 
bezüglich x + u, y + v, z + w, die Coordinaten der ersten Ecke, 
abzieht, so ergeben sich die Projectionen der verschobenen und 
verlängerten Kanten des Parallelepipedons auf die Coordinaten- 
axen: 

dv 



i 



2. 



3. 



• + £) dx > Yx d *> 



dy, (l + 



dy 

du 

dz 



dw , 

dx 
dw , 



</z, 



dv_ 
dz 



*■ (> + S) * 



Hieraus ergeben sich die Längen der Kanten nach der Ver- 
schiebung, welche gleich dx(l+a), dy(l+ß), tfz(l+y) sind, 
indem man ihre Quadrate der Quadratsumme ihrer Projectionen 
gleichsetzt; und wenn man dabei die Factoren dx*, dy*, dz*, über- 
geht, findet sich: 



(26) 






V dx) 



(I)' 






Die Projectionen dividirt durch die ganzen Längen geben 
aber die Cosinus, welche die Richtungen der letzteren gegen 
die Axen bilden; und wenn man die entsprechenden Cosinus 
zweier Richtungen multiplicirt, so ergiebt sich der Cosinus des 
Winkels, den beide Richtungen gegen einander bilden, oder es 
findet sich: 



(27) 



cos 
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du du / öv\ dv dw / dw\ 

V2 V~ (1 + 0) (l +y) 

( n _ \ _ dz\ + gg/ + dz dx + \ 1+ dz) dx 
608 V2 V - (1 + y) (l + «) 

/ , du\ du dv / dv\ dw dw 
Sa \ { ^Itejlty+lhc \ l + ~dy) + Jx Ty 

COS 1 lU I = — t- — : - — 

V2 V (1 + «)(l + ß) 

Hat nun der Körper überall endliche Dimensionen, so sind 
u, v, w und deren Differentialquotienten überall nothwendig sehr 
kleine Grössen. Dies ist nicht mehr nothwendig, wenn eine oder 
zwei Dimensionen des Körpers sehr klein werden , wo denn, ohne 
die Kleinheit der Verschiebungen in den ' Elementen zu beein- 
trächtigen, die Verschiebungen selbst sehr gross werden können; 
das Beispiel einer sehr dünnen Platte, oder einer elastischen Fe- 
der macht dies sofort deutlich. Diesen Fall wollen wir daher 
hier zunächst ausschliessen und später besonders behandeln. Die 
Dimensionen des Körpers aber überall endlich vorausgesetzt, kann 
man dann in den Gleichungen (26), (27) höhere Potenzen und Pro- 
ducte der Differentialquotienten von u, v, w einerseits ebensowohl 
vernachlässigen, wie höhere Potenzen und Producte der Grössen 
a, /?, y, g>, %, tp andrerseits , und alsdann reduciren sich dieselben 
auf das einfachere Schema: 



(28) 



du 

dx' 


dv dw 


p . V 


dw du 
1 ~~~ dx + di y 


dw 

y== Yz 


du dv 
* — Ty + ' dx' 



Ich füge dieser Gleichung noch den Ausdruck für die Ver- 
grösserung hinzu, welche der Einheit des Volumens entspricht. 
Da die Kanten des kleinen Körpers nur sehr wenig aus ihrer 
rechtwinkligen Lage verschoben sind, so kann man noch immer 
sein Volumen durch das Product seiner Kanten ausdrücken. Das 
Volumen des verschobenen Prismas ist also 

dxdydz (1 +«)(i+ ß) (1 + y), 
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und da das ursprüngliche Volumen dx dy dz war, so ist die Vo- 

lumeneinheit durch die Verschiebungen zu (1 + «)(!+ ß) (i + y) 

geworden , oder , mit Uebergehung höherer Ordnungen zu 

I -(- (ck + ß -4- y). Es ist daher a + ß + y die Vergrösserung 

der Volumeneiuheit; und bezeichnen wir sie durch v, so wird 

nach (28). 

du dv dw 

w —to + ^ + äi- 

Die Gleichungen (28) lösen nun wirklich die gestellte Aufgabe, 
indem sie die sechs Verschiebungsgrössen und also auch diej sechs 
Spannungen durch die partiellen Differentiakpiotienten von drei 
Functionen u, v, w ausdrücken lehren. Führt man die Werthe 
(28) in die Gleichungen (23) und sodann diese iu (24) ein. so er- 
hält man offenbar drei simultane partielle Differentialgleichungen 
zweiter Ordnung für u, v, tv\ es sind die allgemeinen Bedin- 
gungsgleichungen für das Gleichgewicht eines elastischen Körpers. 

§. 14. Gleichungen für die Bewegung. 

Aber auch die Gleichungen der innern Bewegungen eines 
solchen Körpers, falls deren existiren, lassen sich hiernach leicht 
aufstellen, indem man sich jenes allgemeinen Princips bedient, 
welches den Namen d'Alemberts führt. Sei m die Masse der Vo- 
lumeneinheit, mdxdydz, also die Masse des Elementarparallelepi- 
pedons; wir erhalten dann für die Kräfte, welche nöthig sein 
würden, um den Gleichgewichtszustand des Prismas herzustellen, 
die negativen Producte dieser Masse mit den in Wirklichkeit auf- 
tretenden Beschleunigungen. Inzwischen beschreibt das Element 
parallel den Axen die Wege u, v, w, welche in jedem Augen- 
blicke seine Verschiebungen ausdrücken, Grössen, weiche offen- 
bar in diesem Fall ausser von den Coordinaten x, y, z der Ruhe- 
lage, auch noch von der Zeit t abhängig sind. Jene Beschleu- 
nigungen sind sonach nichts anders als die zweiten Differential- 

quotienten 

d % u d*v d*w 

W a?' W 

Und so kann man wieder die Bedingungsgleichungen des 
Gleichgewichts aufstellen, wenn man den äusseren Kräften die 
negativen Producte von mdxdydz mit diesen Beschleuni- 
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gungen hinzufügt; oder, da die Kräfte oben auf die Einheit des 
Volumens bezogen waren, wenn man an Stelle von X, Y, Z die 
Ausdrucke 



X — m 



Y — m 



Z — m 



dt % 

dt 2 

d 2 n> 



treten lässt. Und somit leiten sich aus (24) die folgenden allge- 
meinen Bewegungsgleichungen ab: 



(30) 



&u dtu dt xi dl l3 



erv dl tl dt tt dt ls 

m W* = te + % + !£ + Y 



Auch dies werden drei simultane partielle Differentialgleichungen 
zur Bestimmung von u, v, w, wenn man darin die Spannungen t 
zunächst aus (23) durch a, /5, y, g>, %, 1/;, sodann aber diese Grös- 
sen mit Hülfe der Gleichungen (28) durch die Differentialquotienten 
von u, v, w selbst ausdrückt. 

Die Betrachtungen über das Elasticitätsellipsoid , sowie die 
Grenzbedingungen (25) für die Oberflächen des Körpers werden 
hierdurch nicht im Mindesten verändert; sie enthielten überhaupt 
die auf das Innere des Elementarparallelepipedons wirkenden Kräf- 
ten nicht, und es werden also auch die eintretenden Beschleuni- 
gungen in ihnen keine Stelle finden. 

Die Gleichungen (30) geben zu einem bemerk enswerthen Satze 
Veranlassung, welcher das Problem, die kleinen innern Bewe- 
gungen (Schwingungen) eines elastischen Körpers zu finden, we- 
sentlich vereinfacht. Die Kräfte X, Y, Z nämlich, so wie die auf 
die Oberfläche wirkenden Kräften T cos7r, T cosjc, T cos q 
sind zwar im Allgemeinen Functionen der Coordinaten des An- 
griffspunkts und werden demnach während der Bewegung Func- 
tionen von x + u, y +0, z + w. Aber da w, v, ro [sehr 
kleine Grössen sind, so darf man sie gegen x, y, z vernachläs- 
sigen, und kann daher jene Kräfte so berechnen, als wirkten 
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sie auf den Ort ihres Angriffpunkts in der Ruhelage; vorausge- 
setzt, dass die Kräfte nicht mit der Zeit veränderlich sind, wer- 
den sie demnach nur Functionen von x, y, z. Es seien nun 
u\ v, n>\ diejenigen Verschicbungen, welche die auf das Aeussere 
und Innere des Körpers wirkenden Kräfte hervorbringen, wenn 
sie völlig zum Gleichgewichte gekommen sind, was immer mög- 
lich sein wird, sofern die Kräfte von der Zeit nicht abhängig 
sind. Bezeichnet man durch t dann die entsprechenden Span- 
nungen, welche sich den Gleichungen (23), (28) gemäss aus den 
DuTerentialquotienten der u\ v\ w auf lineare Weise zusammen- 
setzen, so hat man für die Bestimmung von u\ v\ w die Glei- 
chungen : 

= — I dt '» _r_ a '_" j x 

dx dy dz 

nebst den Grenzbedingungen für die Oberfläche: 

T cos7r = t\ x cosp + t\ t cosq + t' n cosr 
T cosx = t' 2l cos/> + t\ t cosq + t' tl cosr 
T cosq = t 3l cosp + '» cos 9 "T* ''ss cosr. 

Setzt man nun für die Bewegungen des Körpers unter dem 
Einfluss derselben Kräfte: 

' I " A A* I V * A* \ a" 

u = u + u ; t lt = t tl + i M ; * 1S = t n + t 18 
v = v + v f \ t t2 = t\ t + f" tt ; * 81 == t' 9i + f iy 
tv= w + w"\ f S3 = f' 83 + t\ s ; t tt = i it 4. t " it9 

so dass w", v", w" die Bewegungen werden von der Gleichge- 
wichtslage aus gerechnet, so bleibt mit Rücksicht auf die soeben 
aufgestellten Gleichungen von den Gleichungen (30) nur übrig: 

d*u dt u " dt,;' dt x ; 

m -^r = -tz + -^7 + 



dt 1 dx ' dy ' dz 

av _ dur dt£ du: 

dt* dx + dy + ' ~dz~ 

av' = ac ac dtj 

dt* dx ■*■ dy + dz 
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und von den Grenzbedingungen: 

= fn" cosp + f t2 " cosy -|- f 18 ' cosr 

= t t C cosp + t %l ' cosg + /,," cosr 

= U" cos/> + f 8f " cosg + f 88 " cosr. 

Dies sind aber dieselben Gleichungen, welche man für die 
Schwingungen um die ursprüngliche Lage x, y, z erhalten würde, 
wenn weder auf das Innere noch auf das Aeussere überhaupt 
Kräfte wirkten. Und so hat man den Satz: 

Die^ Schwingungen eines äussern Kräften un- 
terworfenen Körpers um die diesen Kräften ent- 
sprechende Gleichgewichtslage sind genau iden- 
tisch mit den Schwingungen, welche der Körper 
um seine natürliche Lage ausführt, wenn gar keine 
Kräfte von aussenher auf ihn wirken. 

Die Aufgabe ist dadurch wie man sieht getheilt, in die Auf- 
suchung einer Gleichgewichtslage und die Bestimmung von Schwin- 
gungen ohne. Zutritt äusserer Kräfte. 

§. 15. Das VerscMebungsellipsoid. 

Die Entwicklungen des §.13 erlauben auch das Verschie- 
bungsellipsoid genauer zu untersuchen. Legen wir durch einen 
Punkt x, y, z des Körpers ein Coordinatensystem , welches dem 
gegebenen parallel ist, und bezeichnen durch x\ y, z die Coor- 
dinaten eines Punkts in diesem neuen System, so ist 

(31) x* + y* + z* s= s* 

die Gleichung einer Kugel, welche im Punkte x f y, z ihren 
Mittelpunkt hat, und deren Radius die sehr klein gedachte Zahl 
s ist. Die Coordinaten, welche die auf dieser Kugelfläche gele- 
genen Punkte nach der Verschiebung des Körpers annehmen , 
erhält man, wenn man in den Coordinaten x + u, y + v, z + w 
des verschobenen Mittelpunkts statt seiner ursprünglichen Coordi- 
naten Xi y, z die ursprünglichen Coordinaten x + x, y + y\ z + z 
des Punkts auf der Kugelfläche einführt. Aber wenn x\ y, z 
sehr klein sind, kann man die Functionen u, v, rv nach diesen 
Grössen entwickeln und nur die ersten Potenzen derselben bei- 
behalten; es werden dann die Coordinaten des "verschobenen 
Punkts der Kugelfläche: 
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. / , , du , du , du , 
. > , , dv . dv , . dv , 

v*» +v +i)x x + -d7/ J + dz* 

. dw . . dw , dw , 
z + z +n>+ ~x +^y + dz z. 

Die relativen Koordinaten bezogen auf ein durch den ver- 
schobenen Kugelmittelpunkt gelegtes Coordinatensystem erhält man, 
wenn man von den obigen Grössen bezuglich x + u, y + v, z+w 
abzieht. Nennt man diese relativen Coordinaten x", y" 9 z", so 
ist demnach: 

/ t du\ t , du . , du 

x = * (' + y x ) +y ä y + : H- 

dv , f dv \ , dv 

y = X Tx + y V+dy)+ Z dz> 
dw , dw , , / t dw\ 

Z =* dx +y ^ + Z { l+ dz)- 
Da die Differentialquotienten von u, v, w klein gegen 1 sind, 
so kann man in denjenigen Gliedern, welche diese Differential- 
quotienten enthalten x mit x" , y mit y", z mit z' vertauschen, 
wodurch nur ein Fehler höherer Ordnung begangen wird. Dann 
gehen die obigen Gleichungen über in: 

„ / cu\ „ du „ du 

x = x iL — 5- ) - y n — * t- 

\ dx / chj dz 

/ QO x / // dv „ / dv \ „dv 

(31)... <„ =-r _ + „ (i -jj)-* - d - 



— X 



„ dw 



„ dw „ / 



*?\ 



dx * dy ' ~ \~ dz) 

Setzt man dies in die Gleichung (31) ein, so erhält man end- 
lich die Gleichung des Ellipsoids, welches von den ursprünglich 
auf einer Kugel gelegenen Punkten gebildet wird: 



(33) . . , 



( 9 / „ „du „ du „ du\* 

£ ' = (* -* Tx~ y a7~ 2 Tz) 

, / „ „ dv „ dv „ dv\* 

+ V ~ x * - y äT - z h) 



dy u dy 
■ ( „ „ dw „ dw 

l + v — Tx-y wj - 



„ dwY 

z h). 
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oder wenn man die Tenne höchster Ordnung übergeht; 

6« = x"* = y"« + z\ 



(34) 






// // 



/ öv\ „. fön) , du 



dt>\ //. ~ /dw . du\ 

Aus der Form (33) erkennt man sofort mit Hülfe der in 
§.10 angestellten Betrachtungen, dass für dies Ellipsoid die 
Schnittlinien der Ebenen 
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ff 
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ff 
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conjugirte Durchmesser sind. 

Aber man erkennt aus (32), dass diese Ebenen in der Ruhe- 
lage dargestellt sind durch die Gleichungen 

x = o, y = o, z = o, 
d. h. dass diese Ebenen ursprünglich den Kanten des Parallele- 
pipedons parallel waren. Bemerkt man endlich, dass die Wahl 
der Coordinatenaxen beliebig war, und man demnach dieselbe 
Betrachtung für jede drei ursprünglich aufeinander rechtwinkligen 
Richtungen ausprechen kann, so ist hiermit der Satz bewiesen: 
Jede drei ursprünglich aufeinander senkrech- 
ten Linien werden conjugirte Durchmesser des 
Verse hiebungse 11 ipsoids, 
wie dies in §. 4 bereits angedeutet ist. 

Die Form (34) hingegen ist dadurch von Interesse, dass ihre 
sämmtlichen Coefficienten sofort eine geometrische Deutung em- 
pfangen. Denn in Folge der Gleichungen (28) lässt sich diese 
Gleichung auch so schreiben: 

«• = (l — 2 «) x" % — 2 g? y" *" 
+ (1 - 20) y"' - 2 % z' x 
+ (1 — 2 y) z" 2 — 2y x y" 
Es ist leicht , ähnlich wie in §. 6 für das Elasticitätsellipsoid 
geschehen ist, die Hauptaxen dieser Fläche zu finden. Ich be- 
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merke nur, dass für unkrvsta llinische Medien dii 
II aup tax en rieh tu n gen dieser Fläche mit der des Elast i- 
citätsellipsoid es zusammen fallen. Führt man nämlich 
statt der a, ß, y, g>, %•> ty aus (1*) § 4 die Spannungen ein, so 
kann mau der obigen Gleichung die Form geben; 

t « = (*-« + ,p + «-«) (i + -ip '-n + l « + *» \ 

Legt man nun die Hauptaxen des Elasticitätsellipsoids als 
Coordinatenaxen zu Grunde . so hat man nur / l2 , * l3 , /„ verschwin- 
den zu lassen, und T, r", T" an die Stelle von f,„ / M , /„ zu 
setzen. Hierdurch nimmt die Gleichung des Verschiebungs- 
ellipsoids die Form an: 

E 



t* /» r* 



Da hier die Producte der x , y , z nicht mehr vorkommen, 
so ist dies Eliipsoid ebenfalls auf seine Hauptaxen bezogen. Für 
krystallinische Substanzen findet etwas ähnliches nicht mehr statt. 

§. 16. Bestimmung der Arbeitsgrösse für eine kleine Ver- 
schiebung. Beziehungen zwischen den 36 Coefficienten, von 
denen das Verhalten krystallinischer Substanzen abhängt 

Denken wir uns den Körper unter dem Einfluss der "äusseren 
Kräfte, welche auf ihn wirken, irgendwie so bewegt, dass auch 
seine Gestalt dabei Veränderungen erfahre. Ein Element einer 
solchen Bewegung sei dadurch dargestellt, dass während eines 
Augenblickes der Punkt x, y, z des Körpers, dessen Coordina- 
ten im Anfange des betrachteten Zeittheilchens x + u, y + v, 
z + w gewesen sein sollen, die kleinen Wege öu, Sv, Sw paral- 
lel den Coordinatenaxen zurücklegt. Die dabei geleistete Arbeit 
erhalten wir, wenn wir die auf die Einheit des Volumens bezo- 
genen Kräfte, welche die rechten Theile der Bewegungsgleichun- 
gen (30) § 14 ausmachen, mit dem Volumenelement multipliciren, 
wodurch sie auf ihr wirkliches Maass zurückgeführt werden, und 
sodann die Producte jener Kräfte mit den Verschiebungen du, 6v, ön> 
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bilden, endlich über den ganzen Körper integriren. Die so 
geleistete kleine Arbeit wird demnach: 

ÖW = öü + 6 V 
wo 

= / C I {X du + Y Sv + Z tw) dx dy dz 

die Arbeit der äussern Kräfte bedeutet, welche auf das Innere 
des Körpers wirKen, und 

'dtu dt i2 , d( u 



SU 



du 



\dx dy dz ) 



+ >- ® + &■ + 1)\ 

die Arbeit der Spannungskräfte, welche von den Anziehungen der 
Moleküle, oder von den auf die Oberfläche wirkenden Druck- 
und Zugkräften herrühren. 

Betrachten wir ein einzelnes Glied dieses letztern dreifachen 
Integrals, z. B. 



/// 



du r-^ dx dy dz. 
ox 



Ich integrire partiell in Richtung de XAxe längs eines Ca- 
nals vom Querschnitt dy dz, indem y, z selbst dabei als constant 
betrachtet werden. Die partielle Integration giebt 

/ / Ui iu j dy dz — I I I t u ö — . dx dy dz, 

wobei nur der Differentialquotient der unendlich kleinen Function 
öu durch das damit identische Increment des Differentialquotien- 
ten von u ersetzt ist. Die^ eckige Klammer bedeutet, dass statt 
des eingeklammerten Ausdrucks die Differenz der Werthe zu 
setzen ist, welche derselbe an den Enden des erwähnten Canals 
annimmt. Seien nun do, do die Elemente, welche der Canal 
auf der Oberfläche abschneidet, p, q, r die Winkel, welchen die 
nach aussen gerichtete Normale in do gegen die Axen bildet, 
p , q, r dasselbe für do. Ist dann do dem vordem, do dem hin- 
tern Ende des Canals angehörig, so ist offenbar cosjp positiv, 
cos// negativ, und 

dy dz = do cos.p = — do cos/?'. 
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Die Differenz der Grenzwerthc von f„ . du . dy . dz geht da- 
her in die Summe der Werthe über, weiche der Ausdruck 
t xx .du .do . cos/? für die Enden dos Canals annimmt. Statt nun 
das obige Doppelintegral über die Endpunkte säinmtlicher Canäle 
auszudehnen, weiche man parallel der XAxe legen kann, kann 
man offenbar geradezu über sämmtliche Elemente do integrireo, 
wobei die Elemente do denn von selbst mit einbegriffen sind. 
Man gelangt leicht zu demselben Resultat, wenn der Canal etwa 
die Oberfläche mehr als zweimal treffen sollte. Die Anzahl der 
Schnittpunkte des Canals mit der Oberfläche ist nothwendig immer 
gerade, da derselbe offenbar jedesmal, wenn er bei einem Punkte 
in das Innere des Körpers eintritt, bei einem andern Punkte 
austreten muss. Bezeichnen wir diese Punkte durch 1, 2 . . 2b, 
so hat man in dem Canal über alle diejenigen Theile zu inte- 
griren, welche innerhalb des Körpers liegen, also vom Punkte 
1 bis zum Punkte 2, von 3 bis 4 etc. Statt [/,, du] also hat 
man dann zu schreiben: 

Cn *0* — ('ii ^Oi.-! H . . + (f„ öu) t — (i„ 6u) t . 

Für jeden Punkt nun, wo der Canal eintritt, hat man ähn- 
lich wie oben: 

dy dz = — do tk + , cosp lk + „ 
für die Punkte des Austritts aber 

dy dz = do tk cosp, k ; 

und so geht das Integral I j [f„ du] dx dy über in die Form: 
/ / {('n ^) 2n cos/? 2n do tn + . . . + (t u du) t cosp, do t }. 

. Nimmt man also das Integral wieder nicht für alle möglichen 
der XAxe parallelen Canäle, sondern für alle Elemente do der 
Oberfläche, so kann man dies, wie oben, ersetzen durch 



/ 



/, , du do, 



was zu beweisen war. So ersetzt man also in jedem Falle den 
betreuenden Theil von d V durch 

/ t t , du do cos/? — I I I t u d — dx dy dz, 

wo das erste Integral über die ganze Oberfläche des Körpers 
auszudehnen ist. 
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Behandelt man alle Theile von V auf die nämliche Weise, 
so ergiebt sich 

dV = öü t — dU 2f 
und man hat: 



dU 



= I (/,, cosp + f, 2 cosq + l i3 cosr) du do 

+ / ('21 C0S P + '22 cos £ + '23 cosr) du do 

+ I (/ 3 , cosp + f 32 cosg + f 33 cosr) <5n> do. 

Aber die eingeklammerten Ausdrucke sind genau dieselben, 
welche nach den Gleichungen (25) den Componenten der auf die 
Oberfläche wirkenden Zugkräfte gleich werden, und es ist somit 
SU t nichts anders als die Arbeit dieser Zugkräfte selbst: 

dU { = j T (cos7t du -f- cosx dv + cos q dw) do. 

Endlich bleibt, wenn man mit Hülfe der Gleichungen (28) 
die Verschiebungen a, 0, y, 9?, £, ty einfährt: 

dU 2 -- ff f {t lt da + ( i2 dß + t 33 dy + t 23 d(p + t 3l dx+t t2 dtl))dxdydz. 

Man hat also 

dW — dU + dü t — dU 2 , 
wo dU und dU { die Arbeiten der äussern Kräfte bedeuten. Dem- 
nach ist — dU 2 nothwendig die Arbeit der innern 
Kräfte, welche von den Molekularwirkungen her- 
rühren. Aber von der Arbeit solcher Kräfte weiss man, dass 
dieselbe stets ein vollständiges Differential ist, oder mit andern 
Worten, dass die bei einer endlichen Verschiebung geleistete Ar- 
beit nur von der Anfangs- und Endposition, nicht aber von dem 
Wege abhängt, auf welchem der Körper aus einer Lage in die 
andere geführt wurde. Da nun die / selbst lineare Functionen 
von a, |3, y, g>, £, 1// sind, so muss es demnach nothwen- 
dig eine homogene Function zweiter Ordnung dieser 
Grössen geben, deren Differentialquotienten nach 
a, ß, y, g>, g, n> die sechs Spannungen t sind; so dass das 
vollständige Differential dieser Function, die durch F bezeichnet 
sein mag, die Gestalt annimmt: 
(34) . . dF = t u da + t 22 dß + t 33 dy + t 23 dq> + l 3l d X + t i2 cfy. 

Für kristallinische Medien folgt hieraus eine Heihe von 
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fiedingungsgleichungen zwischen den Goefficienten a der Glei- 
chungen (23). Denn es rauss z.B. * lt nach ß differenzirt dasselbe ge- 
ben wie t t% nach a differenzirt. Man kann alle Bedingungen dieser Art 
der dort gewühlten Beziehungsart zufolge durch die eine Gleichung 
darstellen, in welcher i,k,h,m die Werthe 1, 2, 3 annehmen dürfen: 

a ik, km = a hm, dk • 

Hierdurch sind jene CoefQcienten auf nur 21 von einander 
verschiedene zurückgeführt, wie an der angeführten Stelle bereits 
angedeutet wurde. 

Die Function F ist leicht zu bilden; für unkrystallinische 
Substanzen wird sie verhältnissmässig einfach. Drückt man 
nämlich mit Hülfe der Gleichungen (1*) die t durch a, /?, y, 9, 
%, ip aus, führt dies in den Ausdruck (34) ein, und integrirt, so 
ergiebt sich: 

F ^_ E i tf + f + f p (g + ß + y)* 

1 + fi \ 2 1 — 2(i 2 

<P* + f + ^j 



y- ^ ^ -T W \ 



§. 17. Gleichungen der Bewegung und des Gleichgewicht! für 
unkrystallinische Substanzen insbesondere. 

Die Gleichungen für die Bewegungen und für das Gleichge- 
wicht eines elastischen Körpers, wie sie schliesslich in u, v, w 
ausgedrückt erscheinen, lassen sich ebenfalls leicht in ihrer de- 
finitiven Form darstellen, sobald der Körper unkrystallinisch ist. 
Durch Auflösung der Gleichungen (l a ) und mit Rücksicht auf die 
Gleichungen (28) ergeben sich zunächst folgende Ausdrücke der 
Spannungen : 

tn ~ l+fifto + 7=2^ 1 T tn ~ 2(l + |4) \di + dy) 



(31) 



_ E ifiv , fi { _ E (dw _,_ du\ 
'"— 1 + plfy + Y=7^ V ]> '« — 2(i+(i)\dx + dz) 

t _ E \ dw x f 1 ) — E ( du dv \ 
83 "F+7l^ + r~^ V ) » <«— 2(1+ /i) \ßy + aJ 

wo wie in (29) der Kürze wegen v für die Ausdehnung der Vo- 
lumeneinheit 



m 
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/««v du dv dw 

(32) V = Yx + Ty + H 

gesetzt worden ist. Führt man nun diese Werthe in die Glei- 
chungen (30) ein, so erhält man die Gleichungen für die Bewe- 
gung ausgedrückt durch w, v, w in folgender Form: 

dt 2 ~ 2(l+f*) \da* + dy 2 + dz 2 + T^2Jifa\ + X 
1 ' ■ * dt 2 2(l+ti)lda*^ dy 2± dz 2± l-2ndyi + 

die Grenzhedingungen aber werden, wenn man in (25) die Werthe 
der t einführt: 

E 

T cos tf = — -• 

2(1+^) 

E 

Kdu dv\ /dv , ii \ , (dv , dw\ ) 

^-+ k- Icoso + 2 ( — -\ - — v Icostf+I - — h — IcosrJ 
dy dxj r Vfy 1— 2 p ) H ^\dz^dy) S 

t E 

T COS Q = 



T cos % = 



(34K 



2(l+,t) 

Kdu dw\ {dv , d«>\ , „/dtv , u \ ' i 

di+ yJ cosp + \o-z + o-y) cosq+2 {ci + r-^ v ) cosr \ 

Ich werde diese Gleichungen zunächst in einigen besonders 
einfachen Fällen behandeln. Als solche Fälle empfehlen sich 
immer diejenigen, in welchen die Oberfläche des Körpers durch 
eine verhältnissmässig einfache Gleichung ausgedrückt ist, wie 
beim Gylinder und bei der Kugel. Alsdann besteht ein Haupt- 
vortheil darin, dass man im Stande ist, sich besonders ein- 
fache Gleichgewichtslagen oder Bewegungsarten vorzustellen, für 
welche die Rechnung sich wesentlich vereinfacht. So kann man 
bei der Kugel annehmen, dass alle Theilchen nur auf dem ihnen 
entsprechenden Radius verschoben seien, und dass alle auf con- 
centrischen Kugeln gelagerten Theile sich völlig gleichmässig ver- 
halten. Dies wird immer eintreten , sobald die auf die Oberfläche 
wirkenden Kräfte normal und gleichmässig vertheilt sind , während, 

Clebsch, Theorie elasl. Körper. A 
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wie hier angenommen werden soll, auf das Innere überhaupt 
keine äussern Kräfte A\ Y, Z wirken. Auch wird dies Verhalten 
nicht geändert, wenn im Innern ein Hohlraum existirt, welcher 
von einer coneentrischen Ktigeiflächc hegrenzt ist, und wenn 
diese innere Fläche ebenfalls constanteu und gleichförmig Ter« 
theilten Druckkräften ausgesetzt ist. 

Aber von grosserer Wichtigkeit ist die Behandlung stabförmiger 
cylindrischer Körper von beliebigem Querschnitt. Die Gleichge- 
wichtsverhältnisse solcher Körper sollen eingehend behandelt, und 
dadurch strenge Ausgangspunkte für die angenäherte Behandlung 
derjenigen Probleme gewonnen werden, welche in der Wirklich- 
keit eine so bedeutende Rolle spielen. 

Ich knüpfe daran ferner Betrachtungen über ebene Platten 
von endlicher Dicke und die Aufsuchung gewisser Gleichgewichtszu- 
stände derselben, Gleichgewichtszustände , welche auch auf cylin- 
drisehe Körper bezuglich, sich wesentlich dadurch vonden ersterwähn- 
ten unterscheiden , dass bei den letztern die Endflächen, bei erstem 
die Seitenflächen keinen äussern Kräften unterworfen sein sollen. 

Die beiden letzterwähnten Probleme bilden endlich den Ueber- 
gang zu einer strengen Theorie der Körper mit einer oder zwei 
sehr kleinen Dimensionen, welche Gegenstand der zweiten Abihei- 
lung dieses Buches sein wird. 

§. 18. Gleichgewicht einer von normalen, gleichförmig ver- 
theilten Druckkräften ergriffenen Kugelschale. 

Sind die Bewegungen oder Verschiebungen im Innern einer 
Kugel so, dass jeder Punkt nur auf dem ihm angehörigen Radius 
verschoben wird, und zwar alle auf jeder coneentrischen Kugel 
liegenden Punkte um gleich viel, während der gemeinsame Mittel- 
punkt in Ruhe bleibt, so ist das aus den Coordinaten des ver- 
schobenen Punkts gebildete Parallelepipedon demjenigen ähnlich, 
welches aus den Coordinaten seiner Ruhelage gebildet wird ; oder. 
es sind die Verschiebungen w, r, tv den ursprunglichen Coordi- 
naten x, y f z proportional. 

Setzt man demnach 

u = q . x, v = q . y, w = q . z, 

so bedeutet q die Verlängerung der Längeneinheit, da aus a\ y,: 
durch die Verschiebungen x (1 + <>), y (1 + q), z (1 -f- q) ge- 
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worden ist. Die Grösse g sollte • für alle Punkte jeder concen- 
trischen Kugelschale gemeinsam sein, daher ist g nur noch von 
der Entfernung 

r = ]/ x 2 + y 2 + T* 
und , falls Bewegung stattfindet , von der Zeit abhängig ; die ganze 
Aufgabe ist gelöst, wenn diese Function gefunden ist. 

Führt man die angenommenen Ausdrücke in die Gleichungen 
(31)— (34) ein, so hat man nur zu bemerken, dass wegen des an- 
gegebenen Ausdrucks von r: 

dr x dr y dr z 

dx r dy r' dz r 
Bildet man die Differentialquotienten von u, v, w mit Rück- 
sicht hierauf, so findet sich sofort: 

xy dg .du 



du x 2 dg du 

dx r dr' dy 



r dr' dz 



dv xy dg dv y 2 dg dv 



dx r dr' dy 

dw xz dg dx 

dx r dr' dy 

Hieraus folgt zunächst 



r dr 
yz dg 



dz 

dw 



r dr' dz 



7 --=9+ T 



xz dg 
r dr 

yz dg 
r dr 
z 2 dg 



r dr 



v = Sg + r 



dg 

dr 



sodann aber das folgende Schema der Spannungen: 



(35) 



'ii = 



E 



1 +!* 



x 2 dg 

r dr 



(*• + f*) Q + l* r 



_ _1 -L. 



dr 



laa — — 



>23 



E yz dg 

r dr 



E 



i i2 



1+ fi 



y % dg 

r dr 



+ 



1 + ft r 

(I + J») Q + P r f? 



hi — 



E zx dg 
r dr 



1 +f* 



/*» = E 



l 33 



1 + !* 



z 2 dg 

r dr 



(l + P) Q + f* r 



+ 



dg 
dr 



'11 = 



1 — 2p 
E xy dg 
1 + fi r dr 
4* 
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Fuhrt man diese Wertlie in die Bewegungsgleichungen ein, 
in welchen die Glieder Ä\ Y, Z fortfallen mögen, indem keine 
äussern Kräfte auf das Innere wirken sollen, so reduciren jene 
Gleichungen sich auf eine einzige, aus welcher die Bestimmung 
von q erfolgt: 

[Sb) . . |m ^ = _____ j_ + r -j 

Die Grenzbedingungen bildet man leicht, wenn man bemerkt, 
dass der Annahme nach die äussern Kräfte normal wirken, dass 
also n = p, x = q, q = r wird , dass endlich die Cosinus der 
Normale, d. h. die Cosinus der Winkel, welche der nach dem 
Punkte x, y, z gezogene Kugelradius gegen die Axen bildet, 

deich — , -, - s * n( l* S° reduciren sich auch die Gleichungen 

6 r* r* r 

(34) oder (25) sofort auf eine einzige, nämlich auf: 

(37) •*- (,+,)*-„) {o+rti + n-ri'gg. 

In dieser Gleichung ist T positiv zu nehmen, wenn es eine 
auf die Oberfläche wirkende Zugkraft darstellt, negativ, wenn 
eine Druckkraft. Ist im Innern ein Hohlraum, und im Innern 
desselben ein anderer Druck wirksam , so gilt eine ganz ähnliche 
Gleichung für die innere Fläche, nur mit verändertem Werthe 
von T. 

Betrachten wir den Gleichgewichtszustand näher. Für den- 
selben reducirt sich die Gleichung (36) , indem das von der Be- 
schleunigung abhängige Glied ausfällt, auf: 

d*Q , 4 dg 

2 -L. — — - = o, 

dr % r dr 

oder, wenn man mit r 4 multiplicirt, auf 

s(- 1) = »■ 

Durch Integration folgt hieraus: 

ör 
und 

/edr , c 

Ist die Kugel erstlich voll, so ist nothwendig c == 0, weil 
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sonst die Ausdehnung q der Längeneinheit im Mittelpunkt, für 
r=0, unendlich gross sein würde. 

In diesem Falle ist also die Ausdehnung resp. 
Verkürzung der Längeneinheit in Richtung des Ra- 
dius in der ganzen Kugel constant. Nimmt man an, auf 
die Oherfläche wirke der Druck D, so erhält man aus (37), indem 
man T= — D, und für q den gefundenen Werth setzt: 

Ec 



— D = 



/ 



C =Q = 



1 — 2 ft- 

(l - 2 (i) D 



E 

Die drei Spannungen / 1M t 22 , l 33 werden hienach einander 
gleich und zwar gleich — D; der ganze Körper befindet sich in 
gleichförmig comprimirtem Zustand. 

Ist hingegen ausser der Oberfläche , deren Radius a sein mag, 
eine innere Fläche mit dem Radius a vorhanden, und wirkt auf 
diese der Druck D', so hat man, indem man in q die Constante 
c beibehält, aus (37) für r== a und für r = a die Gleichungen: 
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welchen man 


erhält: 












_ (D'a* - D 
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— D') 3 


(1 + ft) a 3 a 3 
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E(a> 


' — a 3 ) 


und 


demnach : 














(/>' a' 4 - 


- D a 4 ) (1 


— 2ft) + (i)' 


-D)(l 


, a 3 a 3 



E (a* — a' 3 ) 

In diesem Falle ist die Kugel nicht mehr überall gleich 
stark in Richtung des Radius verlängert oder verkürzt; aber 
die Ausdehnung der Volumeneinheit ist noch für 
alle Punkte dieselbe; denn man erhält aus den oben ange- 
gebenen Formeln 

3 (#' a 3 — D a B ) (1 - 2 u) 
E (a 3 — a 8 ) 
eine Grösse , welche positiv oder negativ ist , je nachdem 
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D'a' 3 ^ Da 3 ; welche Null wird, wenn der äussere und innere 

Druck sich zu einander umgekehrt verhalten wie die Guben der 
ihnen entsprechenden Itadien. 

Das Elasticitätsellipsoid jedes Punkts muss hier offenbar ein 
Rotationsellipsoid sein, dessen Rotationsaxe mit der Richtung des 
Radius zusammenfällt; denn um den Radius ist nach allen Seiten 
vollständige Symmetrie vorhanden. Man untersucht dasselbe am 
bequemsten, indem man den betrachteten Punkt etwa in die XAit 
verlegt. Mau hat dann y — z = 0, x — r , und die Spannungen 
(35) werden, mit Benützung des Werthes von q: 

( c 2 c i 

,, ,, / 2a*\ Ä , (1 — 2a*\ 

Da v~ r*)- Da —?-) 

'~~ «• — a* 

'" = '" = E Ir^V " 3 (l + p) r*\ 

« s — a* 

t ti = t 3l = l it = 0. 

Hier hat man, da die Seitenspannungen Null geworden sind, 
sofort die Ilauptspannungen vor sich, und zwar sind in derThat 
zwei derselben , welche gegen den Radius senkrecht sind , einander 
gleich geworden. 

Ist D', der innere Druck, sehr gross gegen Z), so überwie- 
gen in den gefundenen Ausdrücken die ersten Glieder. Da nun 
für alle Punkte des Körpers r < a, so ist die erste Spannung, der 
Zug in Richtung des Radius, negativ , und giebt einen Druck an, 
die andern aber sind positiv. Beschränken wir uns dann auf die 
ersten Glieder der gefundenen Ausdrücke, so nehmen dieselben, 
absolut gerechnet, ihre grössten Werthe an für r = a, und zwar 
ist dafür 

_ D ' a '* — _ 2 Da '* 

'.. — ^8—78; 'll — '33 — fll _ a >y 

Bei sehr grossem Druck überwiegen also diese letzte» Zug- 
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kräfte, und es ist Gefahr vorhanden, dass ein Zerreissen der 
äussern Oberfläche hervorgerufen wird. 

§. 19. Schwingungen einer Kugel. 

Bei der Untersuchung der Schwingungen des betrachteten 
Körpers kann man nach dem Satze des §.14 von den äussern 
Kräften abstrahiren, und also den auf die Oberfläche wirkenden 
Druck gleich Null setzen, vorausgesetzt, dass dieser selbst nicht 
als mit der Zeit veränderlich angesehen werden muss. Denn 
wie oben gezeigt wurde sind die Schwingungen um die im vori- 
gen §. betrachtete Gleichgewichtslage in solchem Fall genau iden- 
tisch mit denjenigen, welche die Moleküle des Körpers um 
ihre naturlichen Lagen ausfuhren, wenn gar keine Kräfte von 
aussenher auf den Körper wirken. Man hat daher ausser der 
allgemeinen Gleichung (36). 

ivr\ m d 2S- * (t + P) (*9 , 4 d A \ 

\*'l- ■ • m df - ( 1 _ 2ft)(l+fi) \ dr t -r r dr J 

für die innere und die äussere Oberfläche hier die vereinfachte 
Grenzbedingung 

(38) •• rf? + i±^ P = 

zu erfüllen. Ich werde im Folgenden die Kugel als voll anneh- 
men; alsdann besteht die Gleichung (38) nur für die äussere 
Fläche. Aber zu dieser Bedingung tritt hinzu, dass die Verschie- 
bungen für das Centrum nothwendig Null sein müssen; man hat 
dadurch wieder hinreichende Bedingungen um q vollständig zu 
bestimmen. Dies geschieht auf folgende Weise. 

Denken wir uns die Function q in folgender Form: 

\q = B l sin (Ar, *) + i? 2 s ^ n [k% ') + -^s s * n (^s + 
+ £1 cos (k i t) + S 2 cos (Ar 2 i) + S 3 cos (k 3 t) + ... 
wo die Coefficienten R, S nur Functionen von r sind, und wo 
die k weiterhin zu bestimmende constante Grössen bedeuten. Es 
ist leicht die Bedeutung einer solchen Darstellung von q sich 
deutlich zu machen. Ein Punkt, der ursprünglich um r vom 
Mittelpunkt entfernt ist, befindet sich zur Zeit / in der Entfer- 
nung r (1 + $); er hat sich also um r . q aus seiner Gleichge- 
wichtslage entfernt. Nun nimmt für jeden bestimmten Punkt mit 



(39) . f 
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r auch jeder der Coeflicicnleii R. S, welche im q vorkommea 
einen constantcn Werlh an, und so erscheint die Entfernung r.f 
des Punkts aus seiner Ruhelage, als die Summe von einzelnen 
Gliedern der Form 

r . R n sin (k n t) + r . S n cos (k m l) p 

wo r . R n und r . S n constante Coefßcienten sind. Man kann nun 

die ganze Bewegung als Summe coexistirender Einzelbewegungei 

auflassen , für deren jede die Entfernung aus der Ruhelage durch 

den obigen Ausdruck dargestellt wird. Betrachten wir diesen 

einfachen Ausdruck genauer. Zuvörderst sieht man sofort, dass 

derselbe sich nicht ändert, wenn man in denselben statt t den 

in 
Werth / + — einsetzt, denn hierdurch wird das Argument 

des Sinus und Cosinus nur um 2n vermehrt, so dass Sinus und 
Cosinus selbst uugeändert bleiben. Der betrachtete Ausdruck 

stellt also nach Verlauf der Zeit ^— immer wieder dieselben Yer- 

K 

Schiebungen dar, oder mit andern Worten, er hat die Bedeutung 

von Schwingungen, deren Dauer gleich — ist, undwel- 

che sich fortwährend mit unveränderlicher Stärke wiederholen.. 
Bestimmt man eine Zahl M und einen Winkel a, so dass 
r . R n = M cosa, r . S n = M sin«, 
so geht der obige Ausdruck über in 

M sin (k n t + er). 

Dieser neue Ausdruck kann offenbar nur zwischen den Wer- 
then + M und — M schwanken , da der Sinus selbst sich zwischen 
+ 1 und — 1 bewegt. Die Grösse M also, welche nach deo 
obigen Formeln gleich 

j/r* (Ä n « + Sf) 
ist, giebt uns die Ausdehnung an, welche die Schwingungen 
nach beiden Seiten der Ruhelage zwar immer wieder erreichen, 
aber niemals überschreiten können. Diese Grenze selbst ist von r 
abhängig, und also für verschiedene Punkte des Körpers verschie- 
den, was mit der Zahl k n und also mit der Schwingungsdauer 
nicht der Fall ist. Alles zusammengefasst, ergiebt sich für die 
Form (39) folgende Deutung: Dieser Ausdruck bezeich- 
net die Schwingungen, welche jederPunkt des Körpers 
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in Richtung des Radius ausführt, als Summe von 
Einzelschwingungen, deren jede für die verschiede- 

nenPunkte des Körpe,s gemeinsame Dauer^) , aber 

verschiedene Ausdehnung (Amplitude) besitzt. 

Denken wir uns durch die Schwingungen der Kugel die um- 
gebende Luft in Schwingungen versetzt, so entspricht jeder Ein- 
zelschwingung des Körpers eine entsprechende Einzelschwingung 
der Lufttheilchen, und äussert sich in diesen als Ton, dessen 
Höhe durch die Anzahl von Schwingungen angegeben wird, 
welche der Einzelschwingung in jeder Secunde angehören. Diese 

k 
Zahl ist — ; und man kann sonach die Reihe (39) auch deuten 

2% 
durch eine Reihe von Tönen, welche der schwingende 
Körper gleichzeitig erregt, und deren Höhe bezug- 
lich durch die Schwingungszahlen 

*1 *2 *3 

2% 2jc 2n 

ausgedrückt wird. 

Führt man nun den Ausdruck (39) in die Gleichung (37), 
so wie in die Grenzbedingung (38) ein, und setzt, da alle diese 
Gleichungen für jeden Augenblick erfüllt sein müssen, die Coef- 
ficienten gleicher Sinus und Cosinus auf beiden Seiten jener Glei- 
chungen einander gleich, so erhält man für jede Function B n 
die Bedingungen: 

(Art i mk* P — E (1-P) (* R * -L 4 dR »\ 

(40). | - mk* n R n ^ ^____ (^ ^ 2 + __J 
für alle Punkte des Körpers; an der Grenze aber, für r=a, 

(41) . ....... j-. + i±_ :s . =0; 

und für die S n ganz die. nämlichen Gleichungen. Die Gleichung 
(40) kann man nun leicht auf folgende Weise integriren. 
Es sei der Kürze wegen eine Zahl a so bestimmt, dass 
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«odurrh die hilTen'iitialgloicIiiiiig iibergeht in: 

<« o + :>*• = - ^- 

Nun genügt man, wie die einfachste Rechnung lehrt, der 
Gleichung 

<«> £ + '£~3 

immer, wenn man für g> die folgende Reihe einsetzt, welche ich 
durch q> h ( — \ bezeichne : 



(45) 



* -« L-* r i 



Fi* k 



/kr\ _ __ a* a* 



*«r 



6 
6 






2.4.ü(Ä + l)(Ä+3) (Ä+5) 



Da nun die Gleichung (44) mit der Gleichung (43) zusam- 
menfällt, wenn h = 4, so wird 



B. 



= *(V) 



ein Integral jener Gleichung. Aber die Gleichung (43) nimmt 
eine ganz ähnliche Gestalt auch noch an, wenn man 



Ä- = 



r 3 



setzt; für die neue Veränderliche ä' w erhält man dann die 
Gleichung: 

dr % r dr a* 

welche mit der Gleichung (44) zusammenfällt für h = — 2. 
Diese letztere Gleichung wird demnach erfüllt, wenn man setzt: 

Ä'„ = 9 >_ 1 (^), oder 

* - h *-(¥)• 

Da nun die Gleichung (43) linear ist, und also auch eine 
Summe von Einzellösungen , mit beliebigen Constanten multiplicirt, 



— 59 - 

der Gleichung genügt, so hat man die allgemeine Form von R, 
wenn man aus den gefundenen Integralen den Ausdruck: 

(46).:. { ji. = 4, „ 4 (-^r) + 5 *_(^) 

zusammensetzt, durch A n und B n beliebige Constanten be- 
zeichnet. 

Nehmen wir aber die Bedingung zu Hülfe, dass die Ver- 
schiebung r.g für das Centrum gleich Null sein muss, so erkennt 
man sofort, dass dieser Forderung nur der in A multiplicirte 
Theil von E n genügt, während für den andern, welcher negative 
Potenzen enthält, für r = sogar ein unendlich grosser Werth 
erhalten wird. Hieraus folgt, dass die Constante B n verschwinden 
muss, und dass also 

(47) \x. = 4-<P*(!j : ). 

Es bleibt nun noch die Bedingungsgleichung (41) zu erfüllen, 
welcher für r = a zu genügen ist. Setzt man den gefundenen 
Werth von R n in dieselbe ein, so tritt die Constante J n als Fac- 
tor heraus und es bleibt die Gleichung übrig: 

(48). ... I d *'\ir) , 1 +fi _ fk n a\ = 0. 



1 — fl \ cc / 



da 

Diese Gleichung nun enthält ausser k n nur noch bekannte 
Grössen; diese Gleichung giebt also in ihren Wurzeln 
die verschiedenen Grössen k n , welche man in den 
Ausdruck (39) einzuführen hat, giebt also auch die 
Dauer der verschiedenen, der gegebenen Kugel ent- 
sprechenden Einzelschwingungen. 

Die Wurzeln dieser Gleichung, welche offenbar nur die ge- 

k a 
raden Potenzen von — enthält, haben zwei Eigenschaften , welche, 

wie im folgenden § entwickelt werden soll, allen Gleichungen zu- 
kommen, auf welche ähnliche Schwingungsprobleme führen, ja 
welche selbst in einer noch bei Weitem augedehnteren Classe von 
Problemen der mathematischen Physik auftreten: die Werthe von 
k n *, welche sich daraus ergeben, sind sämmtlich reell und posi- 
tiv; und wenn k n , k m zwei verschiedene Wurzeln bedeuten, so 
hat man immer: 
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(49) .... / g> 4 ( ^) - <Pi ( ^) r'.dr --^. 0. 



so lange n von m verschieden ist. Dass, wenn die k,* sämmtlicfa 

reell sind, sie auch positiv sein müssen, und daher die k n selbst 

reell, sieht man leicht aus der Gleichung (48), welche nach Po- 

k a 
tenzen von z = - 5 — geordnet, die folgende Gestalt annimmt: 

2.5 V 1+fi/ 2.4.5.7 V 1+fJ 

Da die Zeichen der auf einander folgenden Glieder liier 
fortwährend abwechseln, so folgt nach bekannten Eigenschaftei 
der Gleichungen, dass sämmtliche Wurzeln positiv sind. 

Sind die Wurzeln k n sämmtlich gefunden, so ist demnach 
R n bis auf den Factor A n bekannt. S nf welches denselben Be- 
dingungen wie R n unterworfen ist, kann sich von diesem nur durch 
den Werth dieser Constante unterscheiden; man darf also setzen 

S n -= S n • 9>4 \~ ) > 

und erhält demnach für q aus (39) folgenden Ausdruck : 
q = {A, sin^/) + B x cos(* f t)}^\^f) 

+ {A t sin(*, t) + B t cos(*, *)} <p 4 Q*?) 

i™ .... 

Die in diesem Ausdruck noch enthaltenen Constanten A, B 
bestimmen sich endlich aus dem Anfangszustande des Körpers. 

Um die Bewegungen vollständig zu bestimmen, muss näm- 
lich noch die Lage sämmtlicher Punkte des Körpers im ersten Au- 
genblicke nebst den anfänglichen Geschwindigkeiten bekannt sein. 
Ist im ersten Augenblick, also für t = 0, die Verschiebung r.f 
der verschiedenen Punkte in Richtung des Radius, durch &» 

gegebene Function f(r), ihre Geschwindigkeit r. — - durch M 

andere Function F(r) dargestellt, so hat man, indem man für f 

und ~ aus der obigen Formel für q ihre Werthe einführt, so* 
dt 

dann aber in denselben t gleich Null setzt, die Gleichungen: 
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m 



r* q> 4 



%U,,*,^) + ^^) +A *, ,.(£)+..., 

Aus diesen Gleichungen erhält man dfe Werthe der A, B, 
ausgedrückt durch bestimmte Integrale, mit Hülfe der Gleichung 
(49). Multiplicirt man nämlich jede der Gleichungen (50) mit 

( — ) und integrirt sodann auf beiden Seiten von bis a f 

so fallen nach der Gleichung (49) sämmtliche Glieder fort bis 
auf die mit B n , resp. A n multiplicirten , und es ei*giebt sich 
daher : 

* a 

. ffr) ■ <P*(^y dr = ß n J<p? (^) r* dr 



■jF{r) . q> t (£fy dr = k n A n ftf (^)r < dr , 

' 

aus welchen für die Constanten A n , B n die Werthe folgen: 



*. = *■ 



jV(¥>.fi->* 



dr 



*A = 



f<¥y 






r 3 dr 



Durch diese Formeln ist die Aufgabe völlig gelöst. Man be-, 
merkt, dass diese letzten Bestimmungen nur noch auf die Am- 
plituden Einfluss haben, welche den Einzelschwingungen zu- 
kommen, nicht auf die Schwingungsdauern. Diese letztern zei- 
gen sich vielmehr allein durch die geometrische Gestalt des 
schwingenden Körpers bedingt. 
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§. 20. lieber die Wurxeln der transsoendenten Gleichung», 
welche die Untersuchung von Schwingungen elastischer XäqNr 

mit sich fahrt 

hie Schwingungen jedes elastischen Körpers , in welcher 
Weise dieselben auch stattfinden, lassen sich immer, indem um 
sie als Summe einfacher periodischer Einzelscliwingungen auffasst, 
in derselben Form darstellen, welche oben der Grösse p gege- 
ben wurde, d. b. man kann setzen: 

• u = ii, sin (Ar, /) + u t sin \k t t) + ... 
+ u t cos ('Ar, /) + ti t cos (Ar, 1) + ... 

ii = i», sin (Ar, /) + v t sin (Ar, f) + - • • 
-f- v t cos [k t t) + v \ cos (^t ') + • • • 

rv = n\ sin i/r, /» + w '» s * n (*t + • • • 

+ tv\ cos (Ar, /) + w\ cos i'Ar f /) + ... 

wo dann immer die mit den nämlichen Sinus oder Cosinus mul- 
tiulicirten Tenne zusammen eine Einzelschwingung darstelle«. 
Diese Glieder müssen, wie man leicht erkennt, jedes System für 
sich, den Differentialgleichungen genügen. Führt man also in 
den Gleichungen (30), nachdem .V, Y % Z gleich Null gesetzt sind, 
für u, v, w die Gomponciitcn 

u n sin (Ar n /) , v n sin (Ar,/), n\ sin (Ar. I) 

einer Einzelschwingung ein, so wird dann auch 

t n = f H < n > sin (Ar n /) , t„ ^ /„<"> sie (*.*)• ete. 

wo die / (n) aus dem t einfach erhalten werden, indem man die 
w n , v n> w n an cue Stelle der u, r, w rucken lässt. Auf diese 
Weise erhalten samintlichc Gleichungen den Factor sin (Ar, i) , und 
mit Uebergehung desselben behält man: 



(51) 



dx dy ■ dz 

7)1 (M) dt (n) dl (h> 

— mk 2 n — -! 2 — -k -"— 4- 2:< 

m K V " — dx + ^ + ar 

*te <fy ete 
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In diesen Gleichungen kommt die Zeit nicht mehr vor; die 
u n> v n> w n w * e auch die * (n) sind nur noch Functionen der Coor- 
dinaten. Aber ausser diesen drei allgemeinen Gleichungen erhält 
man noch andre in den Grenzen. Man erhält dieselben aus den 
Gleichungen (25) , wenn man die äussern Druckkräfte gleich Null 
setzt und unter p, q, r die Winkel versteht, welche die nach 
aussen gerichtete Normale der Rörperoberfläche gegen die Coor- 
dinatenaxen bildet. Setzt man in jenen Gleichungen für u, v, rv 
ebenfalls die Ausdrücke einer Einzelschwingung ein, so tritt wieder 
in sämmtlichen Gleichungen der Factor sin (k n t) hervor, und 
es bleibt: 

,/ n (n) cos/? + / I2 (n) cosq + *, 3 (n) cosr = 
(52) . . U, 2 (n) cosp + f 2z (n > cosq + tj n) cosr = 

'/ 13 (n) cosjt? + t 23 {n) cosq + *33 (n) cosr = 0. 

Auch in diesen Gleichungen ist von der Zeit t keine Spur 
mehr vorhanden. 

Diese Gleichungen (51), (52) bestimmen nun u n , v n , tv H als 
Functionen der Coordinaten , doch so, dass eine willkürliche 
Constante sämmtlichen drei Grössen als gemeinschaftlicher Factor 
hinzugefügt werden darf. Denn offenbar ändern die Gleichungen 
sich nicht, wenn man darin für w n , v n , w n , einsetzt K.u n , K.v„ K.tv n% 
und unter K eine wilkürliche Constante versteht, indem diese 
sich sofort als gemeinsamer Factor aus allen jenen Gleichungen 
heraushebt. 

Die Gleichungen (51), (52) aber führen ferner, wie es in 
dem speciellen Fall des vorigen Paragraphen ausgeführt ist, auf 
eine transscendente Gleichung für die in den rechten Theilen der 
Gleichungen (51) auftretende Grösse k % n . Diese transscen- 
dente Gleichung hat immer nur reelle positive Wur- 
zeln, wie sogleich gezeigt werden soll. Zuvor sei aber bemerkt, 
dass die Grössen u n , v' n , w n auf dieselben Gleichungen führen, 
wie u n , v nt rv n , und sich also nur durch die in ihnen enthaltenen 
drei willkürlichen Constahten von diesen Grössen unterscheiden 
können. 

Betrachten wir das dreifache Integral 

J = I I j(u n u k + v n v k + w n tv k ) dx dy dz, 
in welchem k und n zwei verschiedene Zahlen bedeuten sollen, 
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und welches über das ganze Volumen des schwingenden Körpers 
ausgedehnt werden soll. Es wird übrigens am Folgenden nichts 
geändert, wenn man u n9 v n , tv n oder auch zugleich u k , v k , w k darch 
die entsprechenden gestrichenen Grössen ersetzt. Führt man in 
dem Integral / statt u n , v n , tv n die Ausdrücke ein, denen sieden 
Gleichungen (51) zufolge gleich werden, so ist 



—'s-fff- 
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dx dy dz. 
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dy 
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dz 



Behandelt man nun dieses Integral ganz ebenso wie das ähn- 
liche in § 16, so erhält man genau wie dort ein Doppelinte- 
gral, welches über die ganze Oberfläche des Körpers ausgedehnt 
wird, und ein dreifaches Integral. Man erhält beide aus den 
dort angegebenen Grössen öU l und — 6U it wenn man darin die 
i durch die l {n) , und die du, dv, öw durch u k , v kf w k ersetzt. 
Dann erkennt man ohne Weiteres, dass wegen der Gleichungen 
(52) das erste dieser Integrale verschwindet; und so bleibt denn: 

dx ^ 23 \dz 



m 



'•>-fSf 



t (») 






4-/ (tt) 



+ <J n) 



dy ^ " \dx ^ dz) 



• dx dy dx. 



dz~ 



+ " V dy 



du k , dv k 



+ 



dx 



)1 



Erinnert man sich indess, dass die * (n) lineare Functionen der 

sechs Grössen ^ , — " + w* > etc. sind , und zwar partielle 

dx dz dy 

Differentialquotienten einer und derselben Function zweiter Ordnung 
nach diesen Grössen genommen, so erkennt man sofort, dass die 
unter dem Integralzeichen stehende Function sich nicht ändert, ' 
wenn man darin die u k , v k , n\ mit den u n , v nf w n vertauscht 
Dasselbe muss also auch mit der linken Seite der Gleichung 
stattfinden; da sich nun / nicht ändert, wenn n durch k ersetzt 
wird, während k\ in k* k übergeht, so kann jene Seite beider 
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Vertauschung nur ungeändert bleiben, wenn sie verschwindet. 
Es ist also, vorausgesetzt, dass n von k verschieden ist: 

(53). . / / / {u a ti k + v n v k + rv n w k ) dx dy dz = 0. 

Hätte nun die erwähnte transscendente Gleichung conjugirte 
imaginäre Wurzeln, so könnte man diese an Stelle von k\ und 
k* k setzen. Aber dann könnte man auch u n , u k als conjugirte 
imaginäre Grössen betrachten, ebenso v n , v k und w n , w k . Nun 
ist das Product zweier conjugirter Grössen , cc + ßi und et — ßi 7 
gleich a* + ß*» also stets positiv. Das Integral (53) würde also 
eine Summe von positiven Zahlen darstellen, welche gleich Null 
sein soll. Da dies unmöglich ist, so kann Ar 2 nie einer imagi- 
nären Zahl gleich werden. 

Aber auch positiv müssen sämmtliche k* sein , und daher die 
k selbst reell. Behandelt man nämlich ebenso wie / das Integral 

7 = : ffß u *° + v%n + w ^ dxdydz > 

wobei die w n , v n , w n wegen der nachgewiesenen Realität der k 2 n 
ebenfalls als reell gelten dürfen , so erhält man ganz auf die gleiche 
Weise m Ar* n /' ausgedrückt durch das oben angegebene dreifache 
Integral, in dem nur die u kt v k , w k durch die w n , v n , w n ersetzt 
sind. Der Ausdruck untei* dem Integralzeichen wird dann, wie 
man leicht erkennt, nichts anderes als das Doppelte der Func- 
tion F, welche in § 16 aufgestellt ist, nur darin w n , v ny w n für 
u, v, rv gesetzt. 

Man hat also 



(54) mk* n f = 2 ft (f 



dx dy dz. 



Das negative Differential des dreifachen Integrals rechts be- 
deutete aber die Arbeit, welche die in nern Kräfte bei einer klei- 
nen Verschiebung leisten, daher stellt das Integral selbst, mit 
entgegengesetzten Zeichen genommen, die Arbeit dar, welche die 
innern Kräfte leisten, wenn der Körper aus seiner natürlichen 
Lage verschoben wird, bis er die Verschiebungen w n , v n , n> n erhält. 
Diese Arbeit ist ihrer Natur nach negativ, genau entgegengesetzt 
der ihr gleichen positiven Arbeit der äussern Kräfte, welche zu 
einer solchen Verschiebung nothwendig ist. Das dreifache Integral 
ist also nothwendig positiv; aber auch /', welches eine Summe 

Clebsch, Theorie clasl. Korper. |j 
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positiver Glieder ist, daher muss denn auch 4% nothweodig pt- 
sitiv sein, was zu beweisen war. 

Könnte k m imaginär werden , so würde auch sin l\ t wie 
cos {k m t) imaginär werden , und die trigonometrischen Function* 
würden auf Theile führen, welche die Zeit in Exponentialgrössei 
enthielten, d. h. auf Glieder, welche mit zunehmender Zeit ent- 
weder Null werden oder ins Unendliche wachsen müssten. Der 
wahre Sinn des soeben bewiesenen Satzes bestellt also darin, dass 
die inneren Bewegungen eines elastischen Körpers, 
weun derselbe ganz sich selbst überlassen ist, an Aus- 
dehnung für alle Zeit weder wachsen, noch abnehmen, 
sondern dass alle Einzelbewegungen in gleichmässi- 
gen Perioden innerhalb unveränderlich bestehender 
Grenzen ausgeführt werden, welche sie niemals über- 
schreiten, aber auch immer nach Verlauf gewisser 
Zeiten wieder erreichen. 

Die Anwendung der Gleichung (53) auf das im Vorigen be- 
handelte Problem ist sehr einfach. In demselben war 

u = q, x, v = Q. y, w = q . z, 
daher auch nach der in (39) gewählten Bezeichnung: 

u n = R n . x, v n = R n . y, w n = R n . z 
u k = R k . x, v k = R k . y, w k — R k . z. 
Somit nimmt, da 

«* + y 2 + ** = r*, 
der in (53) zu integrireude Ausdruck den Werth: 

«» w k + v n v k + w n ?v k = R n R k . r* 
an, welcher nur von r noch abhängig ist. 

Um diesen Ausdruck über den ganzen Körper zu inte- 
griren, kann man zunächst über eine unendlich dünne Kugelschale 
integriren, deren Radius r und deren Dicke dr ist. Da für alle 
Punkte dieser Schale R n R k . r* denselben Werth hat, so erhält man 
sofort diesen Werth mit dem Volumen inr 2 dr der Kugelschale 
multiplicirt. Man hat also mit Uebergehung des Factors 4n aus 
(53), indem man noch über die verschiedenen Kugelschalen integrirt: 






R n R k r x dr = 0. 



Führt man hier für R n und R k ihre Werthe aus (47) ein, 
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so ergiebt sich sofort die Gleichung (49), welche zu bewei- 
sen war. 

§. 21. Beweis, dass die Probleme des Gleichgewichts elasti- 
scher Körper völlig bestimmt sind. 

Mit diesen Untersuchungen hängt aufs Genauste der Beweis 
für den Umstand zusammen, dass wirklich die Probleme des 
Gleichgewichts elastischer Körper völlig bestimmt sind, wenn die 
auf das Innere und die Oberfläche wirkenden Kräfte gegeben 
sind. 

Nehmen wir nämlich an, die Aufgabe des Gleichgewichts 
gestattete zwei von einander verschiedene Lösungen ; die eine der- 
selben sei durch die Verschiebungen u, v, w 9 die andre durch 
die Verschiebungen u, v, w dargestellt. Denken wir uns die 
.Bedingungsgleichungen für das Problem hingeschrieben, einmal 
mit den Veränderlichen w, v, w, das zweite Mal mit den Verän- 
derlichen u\ v, w. Ziehen wir die entsprechenden Gleichungen 
beider Systeme von einander ab, so erhalten wir ein ähnliches 
System; in demselben stehen jetzt an Stelle der Veränderlichen 
u, v, w die Differenzen u — «', v — v, w — w \ die äussern 
Kräfte aber, weiche in beiden Systemen durch völlig dieselben 
Glieder vertreten waren, -haben sich bei der Subtraction aufge- 
> hoben. Es sind also 

u — u , v — v ', w — w 

Verschiebungen, welche in dem Körper eintreten können, ohne 
dass äussere Kräfte auf das Innere oder auf die Oberfläche wirken. 
Zeigen wir nun , dass solche Verschiebungen gleich Null sind , so 
ist dadurch nachgewiesen, dass für die angenommeuen Lösungen 

U = U, V = V , W = TV , 

d. h. dass es nur einen einzigen Gleichgewichtszustand giebt. 

Nehmen wir also an, es wirkten keine äussern Kräfte. Als- 
dann gelten für diese Verschiebungen dieselben Gleichungen 
(51), (52), welche im vorigen § benützt sind, nur dass die Unken 
Theile von (51) durch Null zu ersetzen sind; oder mit andern 
Worten, wir erhalten die hierher gehörigen Gleichungen, wenn 
wir in den Gleichungen des vorigen §. k n = o setzen. Sofort 
reducirt sich dann (54) auf 

5* 
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/// 



Fdxdydz = 0. 

Dieses Integral hat seiner Bedeutung nach immer einen po- 
sitiven Werth, welches auch die Functionen u, v, w sein mögen, 
da es die äussere Arheit angiebt, welche zur Hervorbringung 
solcher Verschiebungen nothwendig ist. Aber dieser Charakter 
kann nicht allgemein dem Integral zukommen, ohne zugleich auch 
der Function F zuzukommen, da man den Körper beliebig wäh- 
len, also selbst auf einen unendlich kleinen Raum beschränken 
kann, Für welchen jenes Integral in F selbst übergeht, multipli- 
cirt mit dem Volumen, also mit einer jedenfalls positiven Grösse. 

Da nun das obige Integral sonach eine Summe von positiven 
Grössen ist, so kann es nur mit diesen selbst verschwinden; es 
muss also für die untersuchten Verschiebungen F = sein. Ind 
da wiederum F eine wesentlich positive Function ist, so kann 
dies nur geschehen, wenn die sämmtlichen Argumente verschwin- 
den aus denen sie zusammengesetzt ist, d. h. wenn gleichzeitig: 



(55) 
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Betrachten wir z. B. die Function ti. Sie darf in Folge der 
ersten Gleichung nicht x enthalten, so wenig als y in v, z in w 

auftreten darf. Aber dann zeigt die letzte Gleichung, dass - 

nicht y enthalten darf, so dass u für y linear sein muss; und 
in Folge der fünften Gleichung wird es ebenso linear für z. Also 
hat man, indem man die Functionen v, w ebenso behandelt: 

, u = a + yy — ßz 

(56) I v = b + etz — yx 

' w = c + ß x — cey; 

wo die a, b, c, cc, ß, y constante CoefGcienten sind ; es mussten 
je zwei Cocfficienten gleich und entgegengesetzt angenommen 
werden, um den letzten drei Gleichungen (55) zu genügen. 

Die Gleichungen (56) nun stellen nichts anderes dar, als 
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solche Verschiebungen, bei denen der Körper als starr zu be- 
trachten ist. Man überzeugt sich hiervon sehr leicht. Lässt man 
m von den sechs Constanten a, b, c, cc, ß, y alle bis auf a verschwin- 
L den, so sind v ~ w = 0, w = a. Alle Punkte des Körpers sind 
^ also parallel der ZAxe um die Strecke a verschoben. Ebenso 
«» deutet b auf eine Verschiebung des Körpers parallel der TAxe, 
c auf eine Verschiebung parallel der Axe der Z. Lässt man hin- 
gegen nur cc bestehen, so ist 

3 u == 0, v = ccz, w = — ccy. 

1 Die Punkte der XAxe , für weiche z = 0, y = 0, sind 

daher überhaupt in Ruhe geblieben. Ein Punkt aber, dessen Ent- 
» fernnng r von der -TAxe ursprünglich mit der ZAxe den Win- 
i kel g> bildet, und dessen Coordinaten also ursprünglich 

z = r cos cp , y = r sin q> 

sind, nimmt bei einer kleinen Drehung des Körpers, bei welcher 
ein Winkel cc um die JFAxe beschrieben wird, die Coordina- 
ten an: 

z -f- w = r cos (g> + cc) 
y -f v =r sin(9> + «), 

oder, wenn a sehr klein ist, so dass sein Sinus mit a selbst, sein 
Cosinus mit 1 verwechselt werden darf: 

z + w = r (cos gp — er sin 9) 
y + v = r (sin 9 + a cos 9?) , 

aus welchen sich sofort 

w = — a r sin g? = — ce y 
v = cc r cos q> = cc z 

ergiebt. Die oben angegebenen Formeln entsprechen also einer 
kleinen Drehung um die ZAxe, und ebenso deuten ß, y auf 
Drehungen um die Y oder Z Axe , also die Gleichungen (56) über- 
haupt auf die Gesammtheit der Verschiebungen, welche einem 
starren Körper möglich sind. 

Hieraus folgt, dass die Probleme des Gleichge- 
wichts elastischer Körper völlig bestimmt sind, sobald 
man noch soviel Bedingungen hinzufügt, als genügen, 
um die Lage eines starren Körpers vollständig zu 
bestimmen. Solche Bedingungen aber sind folgende: 
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1 Ein Punkt des Körpers bleibe fest, so dass für ihn u,v,m 

verschwinden. 
2} Ein durch diesen Punkt gezogenes Linienelement soll 

seine Richtung beibehalten, und 
3) Ein durch dieses Linienelement gelegtes unendlich klei- 
nes Flächenelement soll in seiner Richtung beharren. 
Fugt man diese Bedingungen hinzu, so ist dadurch das 
Problem völlig und eindeutig bestimmt. 

Dass aber die obigen Bestimmungsstucke hinzugefugt werden 
müssen, hat wesentlich darin seinen Grund, dass die Lage des 
Coordinatensvstems zunächst nur durch endliche Zahlen bestimmt 

m 

ist, d. h. durch Grössen, gegen welche man die kleinen Verschie- 
bungen vernachlässigt. Treten uun diese Verschiebungen ein, 
und werden berücksichtigt, so sind möglichenfalls in den Bestim- 
mungsstücken des Coordinatensvstems ebenfalls kleine Correctionen 
anzubringen, welche denn durch das obige geliefert werden. Nor 
eine secundäre Erscheinung ist es, dass jene in Wahrheit nur zur 
vollständigen Bestimmung des Coordinatensvstems dienenden Cor- 
rectionen genau das Ansehen haben, als könnte ihnen gemäss 
der Körper ein wenig verschoben werden, ohne dass das Gleich- 
gewicht aufhörte, was doch offenbar eine Absurdität ist. Nicht 
der Körper, sondern das Coordinatensystem gegen den Körper 
kann ein wenig verschoben werden, ohne dass die Bedingungen 
des Gleichgewichts ihre Form im Mindesten ändern, und nur dies 
ist es, was durch die in den Formeln (56) übrigbleibende Will- 
kürlichkeit angezeigt wird. 

§. 22. Gleichgewicht cylindrischer Körper, 

Bei der grossen Wichtigkeit, welche Körper von cylin- 
drischer Form in den Anwendungen haben, ist es begreiflich, 
dass man versucht hat, dieselben auch in der Theorie vollständi- 
ger zu behandeln. Man verdankt eine nähere Kenntniss der 
bei solchen Körpern auftretenden Erscheinungen den Untersu- 
chungen von de Saint- Venant 1 ) , welche, von eigenthfimlichen Ge- 
sichtspunkten ausgehend, eine Reihe von Gleichgewichtszuständen 



') Me*m. sur la torsion des prismes, 1855; Mem. sur la flexion des 
prismes, Liouville Journ. Herne sdrie, Tome I. (1856). 
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allgemeiner und specieller cyliodrischer Körper kennen gelehrt 
haben. Es soll im folgenden eine modificirte Darstellung der be- 
treffenden Untersuchungen in ihren Hauptpunkten gegeben werden. 
Denken wir uns einen cylindrischen Körper von beliebigem 
Querschnitt; von uukrystallinischer Substanz, wie hier der Einfach- 
heit wegen angenommen werden soll , obwohl auch für krystalH- 
nische Körper ähnliche Betrachtungen gelten. Der Körper sei, 
den am Ende des vorigen § angegebenen Bedingungen gemäss, 
dadurch fixirt, dass in dem einen der ihn begrenzenden Quer- 
schnitte ein Punkt, ein Linienelement, und ein Element der Fläche 
eine gegebene Richtung beibehalten sollen. Sei die Axe der Z 
der Cvlinderaxe parallel, so dass also die Querschnitte des Cylin- 
ders der X T Ebene ursprünglich parallel siud ; der in der End- 
fläche gewählte festzulegende Punkt werde der Anfangspunkt , das 
festzulegende Linienelement gebe die Richtung der X Axe an ; das 
benachbarte Element der Endfläche soll auch nach der Verschie- 
bung der XT Ebene angehören. Man hat also zunächst für 
x = 0, y = o, 2 = 0, auch u = 0, v = 0, w = 0. Geht man 
ferner zu einem benachbarten Punkt in der Endfläche über, des- 
sen Coordinaten dx, dy, dessen Verschiebungen also 

(™\ fr + w dy 

\dx) a \ryJt 

(£). - + ©. * 

\cx/ \cy Jq 

sind, so soll dieser immer in der XT Ebene bleiben, seine Ver- 
schiebung nach der ZAxe Null sein; daher nothwendig 



(™\ =0 , (™) = 0; 
\cxjt \cy/ Q 



:/o \cyJq 

und geht man nur in der XAxe vorwärts, so dass dy = 0, so 
soll das betreffende Element auch nach der FAxe keine Verschie- 

bunff erfahren; es muss somit auch (—) verschwinden. Man hat 

auf solche Weise in dem feslen Punkt folgende Bedingungen zu 
erfüllen : 



(57) 
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f für x = 0, y = 0, z = 0: 
tf =r0, t> = 0, *> == 
dr #«> 

da; ' dx 

dw 

3y 



Auf die Seitenflächen des. Körpers sollen keine Druckkräfte 
wirken; nur das freie Ende, soll durch Kräfte in Anspruch ge- 
nommen sein, welche auf den letzten Querschnitt wirken. 

Auf das Innere des Körpers sollen keinerlei Kräfte wirken; 
von der Wirkung der Schwere selbst werde abstrahirt. 

Der Zustand des Körpers ist vollständig bestimmt, sobald 
die Kräfte noch gegeben sind, welche auf die Endflächen wirken. 
Ohne uns aber um die eine, ohne dies zum Theil flxirte End- 
fläche zu bekümmern, werden wir die auf die freie Endfläche 
wirkenden Kräfte unbestimmt lassen, und dafür ein andres be- 
stimmendes Element einfuhren. 

Denken wir uns den ganzen Körper aus Fasern von recht- 
winkligem Querschnitt zusammengesetzt, deren Richtung der Cy- 
linderaxe parallel ist. Die Seiten der begrenzenden Fasern sind 
keinen Druckkräften unterworfen. Die Bedingungen, welche dies 
ausdrucken, erhalten wir aus den allgemeinen Grenzbedingungen 
(25). In diesen ist die Grösse T, die äussere Zugkraft, gleich 
Null zu setzen; auch cosr verschwindet, da die Normale desCy- 
linders zur ZAxe senkrecht ist; und es wird sodann 

cos^ = sin/?. 

So erhält man endlich folgende Grenzbedingungen : 

/„ cos/? + i i2 sin/? = 

/ 21 cos/? + t it sinp = 

,t si cos/? + t 3t slup =^= 0. 

Man bemerkt nun, dass die ersten beiden Gleichungen immer 
für solche Zustände des Cylinders erfüllt sind , in denen überhaupt 
benachbarte Fasern keinen seitlichen Druck oder Zug auf einan- 
der ausüben, und in denen auch der Querschnitt der einzelnen 
Fasern überhaupt nicht verschoben wird. Wegen des ersten 
Umstands verschwinden dann t u , f 22 , wegen des zweiten t lt . Und 
man kann sich folgendes Problem stellen: 

Welches sind die Gleichgewichtszustände eines 
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cylindrischen Körpers, auf dessen cylindrische 
Oberfläche keine Kräfte wirken, und dessen In- 
neres keinen äussern Kräften unterworfen ist, bei 
welchen die den Körper zusammensetzenden Fa- 
sern keinerlei seitlichen Druck erleiden. Welches 
sind die Kräfte, welche auf die freie Endfläche 
wirken müssen, um dergleichen Zustände hervor- 
zurufen. 

Dies ist das Saint- Venant'sche Problem. Dasselbe kann, wie 
man sehen wird, noch auf mehrfache Weise gelöst werden. Alle 
jene Lösungen haben die gemeinsame Eigenschaft, dass die Quer- 
schnitte der einzelnen Fasern Rechtecke bleiben; so wie dass 
die seitlichen Contractionen derselben genau den Ausdehnungen 
entsprechen, welche ihre Längsspannungen hervorzurufen geeignet 
sind. 

Nach dem Früheren waren — , — , — die Ausdehnungen der 

ex oy dz 

Längeneinheiten in Richtung der drei Axen. Da nun kein seit- 
licher Druck stattfinden soll , muss man haben 

(58) '*S3= Z d £> 

wie bei jedem Körper, welcher nur in der Längsrichtung gezo- 
gen wird; und da die Quercontractionen zu den Längsausdeh- 
nungen dann im Verhältniss von ^t: 1 stehen, so ist ferner: 

du dv drv 

( 59 ) dx ~ dy ~ ~ ** dz" 

Durch diese Gleichungen sind die Bedingungen t ti = 0, 
t tt = von selbst erfüllt, wie man durch Vergleichung der Aus- 
drücke (31) ersieht. Die Bedingung aber, dass das Flächenele- 
ment des Querschnitts ein Rechteck bleibe, ist identisch mit 
t it = o, oder mit: 

/^x du . du 

^ a - + a = «■ 

Hierdurch endlich gehen die Gleichungen (30), die linken 
Theile sowie X, Y, Z gleich Null gesetzt, über in: 
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18 = 

dz 

*!* = 

dz 

ex cy dz 

oder auch, indem man die Werthe der Spannungen und die 
Gleichungen (58) — (60) benutzt, in 

Pu d % rv 

- + — — = 

dz 2 dx dz 

&v c % w 

d? + dydz ~ 

d*rv &w d*w 

W + dx~ % + dy % ~ ' 



(61) 



Von den Grenzbedingungen aber ist nur die eine übrig ge- 
blieben: 

= f 13 cosp + / M sin/?, oder 

(62) . . = (~ + -) cosp + (-^ + -) mp , 

welche auf der ganzen Cylinderfläche erfüllt sein muss. 

Die Gesammtheit der Gleichungen (58) — (62) ist nun weiter 
zu behandeln. 



§ 23. Das de Saint- Venantsche Problem. 

Die drei Grössen w, v, tv, welche gesucht werden, sind ver- 
möge der dem Körper auferlegten Bedingungen einer Anzahl von 
Gleichungen unterworfen, welche ihre eigene Anzahl bei weitem 
übertrifft. Es lässt sich jenen Gleichungen zusammen daher auch 
nur durch Lösungen von vcrhältnissmässig speciellem Charakter 
genügen, ja, man muss es als eine besondere Eigentümlichkeit 
jener Gleichungen ansehen, dass sich ihnen überhaupt gleich- 
zeitig genügen lässt. Die fraglichen Gleichungen, soweit die- 
selben in jedem Punkte des Körpers erfüllt sein müssen, sind 
folgende : 
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(63) 



.- , du dv dm 

L J die ~~ dy ~ ** Tz 



[3] 



ä? 



+ 



M % + 



dxdz 

dydz 
d % w 



^ dx* + dy* 



= 



= 



+ 2 






= ö 



Differenziren wir [5] nach z, und ziehen davon den Differen- 
tialquotienten von [3] nach x und den von [4] nach y ab, so 
bleibt : 

d*w . d*ü d*v 



dz' 



+ 



dz*dx 



+ 



dz % dy 



= 0. 



Da nun nach fll r- und — sich von — nur durch einen 

ex dy dz 



Factor unterscheiden, so unterscheiden sich ebenso nur 



d*u 



dz 2 dx 



und _ , _ von ^-5- ; und die abgeleitete Gleichung geht dann 

dz* dy dz 9 

über in: 



av 

dz 3 



= 0. 



Differenzirt man ferner [3] nach y, [4] nach x, so giebt die 



Summe beider Gleichungen: 



tfu 



+ 



dh 



+ 2 



a 3 w 



= 0. 



dxdy* dydx 2 ' ~ dxdydz 

Aber die Summe der ersten beiden Glieder ist Null, wie 
man erkennt, wenn man [2] nach x und y differenzirt. Es 
bleibt also: 

d'w 



= 0. 



d 8 rv 

dz* 



dx dy dz 
Differenzirt man endlich [5] nach z und berücksichtigt, dass 



verschwindet, so erhält man 



d s w 
dz dx* 



+ 



dzdy* 



= 0. 
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Aber wenn man [3] nach x, [4] nach y diflerenzirt, so wer- 
den die ersten Glieder der Gleichungen [1] wegen gleich; setzt 
man daher auch die letzten Glieder einander gleich, so kommt: 

d'w ' d s w 
dz dx* dz dy* 

Dies ist mit der vorigen Gleichung nur verträglich, wenn: 

dzdx* * dzdy* 

Fasst man alles zusammen, so ist nun bewiesen, dass fol- 
gende DifTerentialquotienlen von — verschwinden müssen: 



d 
dz 



* /dw\ d*_ /dw\ d % (dw\ _d*__ /dw\ 
z* \dz)' da* \dz)' dy* V'*/ fody \dz~J 



dw 
Wegen der ersten drei dieser Gleichungen- darf — - we- 

dz 

der von x noch von y oder z eine höhere Potenz enthalten als 
die erste; und wegen der letzten Gleichung darf selbst das Pro- 

duct x.y nicht vorkommen. Es bleibt für-— sonach nur die fol- 

cz 

gende Form übrig, in welcher sämmtliche Coefficienten willkür- 
liche Constanten bedeuten: 

7£ = (a + a { x + a % y) + z (b + b t x + b t y). 

In Folge der Gleichungen (63 [1]) giebt dies zugleich den 

Ausdruck für — und für -- , so dass 

dx dy 

£ x — "" ^ \{a + a t x + a t y) + z {b + b { x + b 2 y)J 

^ ' = — (i |(a + a x x + a t y) + z {b + b t x + b 3 y)J. 

Wenn man diese drei Gleichungen respective nach x, y f i 
integrirt, so erhält man Ausdrücke von w, v, w, welche aller- 
dings nicht sämmtlichen Gleichungen (63), aber doch einer der- 
selben, der, ersten, genügen. Bemerken wir nur, dass die will- 
kürlichen Constanten, welche bei jeder Integration beizufügen 
sind, in dem vorliegenden Fall keineswegs wirkliche Constante 
sein dürfen, sondern Functionen sein können, welche nur jedes- 
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mal constant sind in Bezug auf die Veränderliche, nach welcher 
man integrirt, d. h. welche jedesmal diese Veränderliche nicht 
mehr enthalten. 

Man kann daher zu w eine willkürliche Function von x und 
y y zu u eine solche von y und z, zu c endlich eine Function von 
x und z hinzufügen. In Bezug auf diese Functionen aber sieht 
man leicht Folgendes. 

Für die Gleichungen [3], [4] kann man jetzt schreiben: 

d % u 

(63a) r 

- = _„,- \z. 

Denkt man sich diese Gleichungen zweimal integrirt, so er- 
kennt man, dass z in u und v höchsteus zur dritten Potenz vor- 
kommen kann, und zwar ist die zweite und dritte Potenz jedes- 
mal mit einer Constanten multiplicirt. 

Sodann folgt aus den obigen Ausdrücken von — - , — selbst, 

ox oy 

dass x in u, y in v höchstens zur zweiten Potenz vorkommen 

kann. Die zweite Gleichung (63) lehrt dann, dass y in u, und 

x in v ebenfalls höchstens zur zweiten Potenz vorkommen kann. 

Die Function also, welche man zu u hinzufügen darf, ist eine 

ganze Function und steigt nur bis y', z 3 auf, ebenso die zu v 

zu addirende Function bis zu x*, z 3 . Und so ergeben sich für u, v 

die Formen: 

u= — fx\ax +a i j+a 2 xyj — (iz(bx + b t y + b^xyj 

z* z* 

+ («' + « i y + *\y*) + z i b +1>\y + b\ y % ) — a t - — b,- 

v= — (i(ay + a t xy+ a 2 ^J — (iz(by + b t xy + b t — J 

z* z 3 

+ («" + d\ x + a\ x*) + z (b"+ b'\ x + &" 2 x*) — a % - — ft 2 -• 

Hierdurch sind auch die Gleichungen (ßß [3], [4]) vollständig 
erfüllt: nur die Gleichung [2] giebt noch, wenn man diese Aus- 
drücke für u, v in dieselbe einführt: 
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P", . 



a t = — ^*; a 2 = ^;a t + a x = 

6 2 = - ^; 6 2 = -^; 6,+ ft, =0. 
Ich setze daher, übersichtlicherer Bezeichnung wegen: 

t fr 

«! = — «^ = «0 

ft/ = — 6," = 6 
und erhalte endlich für u, v die Ausdrücke: 

( / « r2 — V 2 , \ 

ii = — f* / a.r + ö! — — - + a 2 x y \ 

bx + b { — - — + b 2 xy\ 



(64) 



1 



2, 

+ (a + a y) + z (6' + b y) — a { - — 

/ i y 2 - # 2 \ 

= — f* ( «y +«4^ + 0, — - — j 

— f**( ty + b t xy + b 2 J 

+ («" — «o y) + * (*" — * y) — a * t — 



1 6 



2 8 
>*6 



Diese Formeln genügen den ersten vier Gleichungen (63); 
sie sind zugleich die allgemeinsten, welche denselben genügen 
können. Man sieht, dass durch jene Gleichungen u, v bis auf 
gewisse willkürliche Constanten vollständig bestimmt sind. 

Anders verhält es sich mit w. Diese Function hat ausser 
der Gleichung 

— = ( a + a { x + a 2 y) + z (b + b i x + b 2 y), 

nur noch die letzte Gleichung (63) zu befriedigen. Nun folgt aus 

der Formel für _ durch Integration: 

GZ 

w = z (a + a t x + a t y) + - (b + b x x + b 2 y) + F (x, y), 

wo F eine ganz beliebige Function seiner Argumente bezeichnen 
kann. Setzt man dies in die letzte Gleichung (63) ein, so bleibt 
d*F d*F 

ä? + y + »(» + *.* + *.») -° 

als einzige Gleichung zur Bestimmung der Function F. Führt man 
statt F eine Function Sl von x und y ein mittels der Gleichung- 
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** + / 



,= *-(.-! 



* s -r* 6 - >,9 **)-*-* — »*—*>. 



so vereinfacht sich die fhiilie bedeutend, indem sie in 



übergeht. Eine Gleichung dieser Art bestimmt an sich Ä nicht 
vollständig; wohl aber mit ffinzunahme der Grenzbedinäung. 
welche sogleich zu entwickeln fein wird." 

Führen wir inzwischen die gefundenen Ausdrucke von *„ r„ jt 
auch in die Spannungen ein,, so können wir das sesammte For- 
melsvstem folgendennassen hinschreiben: 

*■-"■--■» 
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bx + b. 



* 

-r*-* 1 



+ * 4 * y 



_» 



~* 



= — p / «y + «* — ^— + a t x y) 

y 1 -x 2 \ 



-'-( 



6y + * t 



.3 



^ 



+ [m — «,* + z b — *,y — «,-—&,- 



• = * « + «i* + «,y + ^ * + *i x + *«*. 



+ Ä — b, xy* — b t yx* — b 

+ e — b' x — b" y, 
Spannungen: 



**+»• 



'.. = <«« = '« = 



(„=*['• + «,* + «,y + c t + 6, x + b x y l 

_„ + ,»,„ + _] 



^» == 8(iTÄ[-^*-* :i+ ' , >-*» : 



uy* +,2— f». x» 



cyj 
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(67). 



Mit Hülfe der letzten Ausdrücke ergiebt sich auch sofort die 
noch fehlende Bedingung für Sl; diese Function muss in jedem 
Punkte des Querschnitts der Bedingung genügen: 

t66) iä? + W ' 

an der Grenze aber aus (62) der Gleichung 

' = cosp [ l,y- (1 + p) bx - b t lf + &-*)* 

-(^ + 2)6 t xy+~] 
-fo, +2) 6, «„+?£]. 



§ 24. TJeber die Functionen, deren Bestimmung das de Saint- 

V6nantsche Problem mit sich fahrt 

Man kann leicht nachweisen, dass durch die Gleichungen 
(66) , (67) die Function Sl vollständig bestimmt ist. Dies geschieht 
mit Hülfe einer Methode, von welcher in der. mathematischen 
Physik sehr oft Gebrauch gemacht wird, und welche mit der 
in § 21 angewandten zum Theil übereinkommt. Gäbe es näm- 
lich zwei verschiedene Functionen Sl, welche den Bedingungen 
(66), (67) genügten, so müsste ihre Differenz 8 den beiden Glei- 
chungen genügen: 



(68) . 



d % ® d*® 

ä~F . + -^2 = in jedem Punkt 

d® d® 

jr-£ cosp + — srap = in der Peripherie. 



Betrachtet man nun das Integral 

ausgedehnt über den ganzen Querschnitt, und behandelt dasselbe 
nach der Methode der theilweisen Integration genau wie dies mit 
dem Integral d V in § 16 geschah, so hat man 
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//©'*—/[(• SH«S)> 



-// 



— dxdy 



SKi )'** =/!(* f )"'- K)> 



-// 



ty dXdy; 



wo die Indices 2, 1 in der ersten Gleichung auf die Werthe hindeu- 

d0 
ten, welche 0— an den Endpunkten eines Streifens von der 

ex 

Breite dy annimmt, der parallel der XAxe aus dem Querschnitt 
herausgehoben ist, und längs dessen in der ersten Gleichung 
nach x integrirt wurde. In der zweiten Gleichung hingegen wurde 
nach y integrirt, d. h. längs eines Streifens von der Breite dx, 
welcher der FAxe parallel war, und die Indices 2,1 deuten in 
jener Gleichung auf die Endpunkte dieses Streifens. Nun sieht 
man leicht, dass, wenn ds 2 , ds k die Elemente der Peripherie des 
Querschnitts bedeuten, welche in dem ersten Streifen intereeptirt 
werden, wenn ferner p 2 , p t den Winkel der nach aussen gerich- 
teten Normale gegen die XXxe angeben 

ds t cosp 2 = dy, ds L cosp k = — dy , 
und dass also 

ji(«a -(•£).]* -/•£-"■ 

dies letzte Integral über sämmtiiehe Elemente der Peripherie 
ausgedehnt; und ganz auf gleiche Weise hat man 

Setzt man dies in die obigen Formeln ein und addirt beide, 
so ergiebt sich demnach: 

Je (* mß + 8 ^sin P )ds -jfe (g + ™y*dy. 

Wegen der Gleichungen (68) ist nun der unter beiden Integral- 
zeichen enthaltene Ausdruck gleich Null; und also auch / = 0. 
Da aber / eine Summe positiver Grössen ist , so kann dies wieder 
nur eintreten, wenn die einzelnen Terme von / verschwinden, 
d. b. wenn überall 

Clebuefc, Theorie elast. Körper. a 
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dB _ dB _ 

dx dy 



0. 



Da sonach B weder x noch y enthalten kann, so ist 6 
constant; es zeigt sich also, dass die Gleichungen (68) zwar 
noch verschiedene Lösungen gestatten, dass diese 
aber sämmtlich sich nur durch additive Constanten 
von einander unterscheiden können. 

Fugt man also noch die Bedingung hinzu, dass Sl an ir- 
gend einer Stelle, z. B. für x = 0, y = verschwinde, so ist 
dadurch auch diese letzte Constante völlig bestimmt, und somit Sl 
selbst eindeutig gegeben. Jene Annahme aber kann man immer 
machen, ohne die Allgemeinheit zu beeinträchtigen, da vorher 
beim Uebergange von F zu Sl eine willkürliche additive Constante 
c bereits ausgeschieden wurde. Bestimmt man also auch an irgend 
einer Stelle (x = 0, y = 0) den Werth von Sl zu speciell, so 
wird dies durch das Auftreten der willkürlichen Constanten c 
wieder compensirt. 

Da nun aber mit Hinzunahme dieser Bedingung Sl völlig be- 
stimmt ist, so kann man jede Form, welche man der Function 
Sl zu geben vermag, sofort als die nothwendige betrachten. Eine 
solche Form gewinnt man, wenn 



Sl= bB + 



K^o 



+ *,*,+ 



b t B t 



gesetzt wird, mit der Annahme, dass die Bedingungen (66)» (67) 
für jeden Werth der Zahlen b, 6 , b t , b t erfüllt sein sollen. 
Diese Zahlen kommen in B, B , B t , B t nicht mehr vor; die 
Gleichung (66) zerfällt daher in die einzelnen Gleichungen: 



(69) 



= 



SFB 

da* 

d 2 B r 



+ 



= -Z-T + 



dx* 
_ d*B t 



o = 



o = 



dx 2 

d*B t 
dx 2 



+ 



+ 



w 

dy 2 

d 2 B x 
dy" 
d 2 B 2 

dy 2 



und die Gleichung (67), indem man die Coefticienten von b, 
b , b i b t einzeln verschwinden lässt, löst sich in die folgenden 
Bedingungen auf, deren jede nur eine der unbekannten Functio- 
nen cnhtält: 



(70) 
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(dB dB 

dx C ° SP "*" ~dy smp ~ v 1 + w ( XC0S P + V sltt P) 

Mo ,9B . 

— — cosp + — ■ sinp= xsmp — ycosp 

dB. , dB. . ^ + (2 — fAtf 

dx C ° SP + ~dy sin ^ = 2 — C0Sp+ &*+ 2 )^ sin ^ 

dB t dB t . pyt + ü—rfx* m 

Ix C ° SP + ly * lUP= ll — ■ sm P+(H-2)*y cosp. 

Je zwei der Gleichungen (69), (70) bestimmen die ent- 
sprechende Function vollständig, wie oben Sl vollständig bestimmt 
wurde, wenn man noch annimmt, dass alle diese Functionen für 
x = 0, y = verschwinden. 

Aber aus diesen Gleichungen folgt, dass b verschwinden muss ; 
denn diejenigen unter den Gleichungen (69), (70), welche sich 
auf B beziehen, können nicht neben einander bestehen, Um dies 
einzusehen, behandelt man den Ausdruck 



IM 



£?- + -^\ *> 




wo dq ein Flächenelement bedeutet und die Integration über den 
ganzen Querschnitt ausgedehnt werden soll; das Integral ist not- 
wendig gleich Null. Wird nun dq = dxdy gesetzt, und das 
erste Glied über einen der ^TAxe parallelen Streifen integrirt, dessen 
Endpunkte wieder durch untere Indices 1 und 2 bezeichnet sein 
mögen, das zweite aber über einen der FAxe parallelen Streifen, 
dessen Endpunkte durch obere Indices (1) und (2) bezeichnet seien, 
so hat man 

•-/a.-®>+/o"- («)>• 

Nach den soeben angestellten Betrachtungen kann man dafür 
setzen : 

oder, wegen der ersten Gleichung (70): 

= I (x cosp + y sinp) ds. 
Nun kann man sich diese Gleichung, ebenso wie die vorige aus 

ff(l& + fp)^ = °>™ der Gleichung: 

6* 



•-#( 
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y ?!_i"_y! gt ^ + y* 

2 



+ — 53 — y * = 2 / i*t 



da:' ety* 



* - * //" 



entstanden denken. Aber dies Integral giebt die doppelte Fläche 
des Querschnitts an und kann also nie verschwinden ; daher wird 
auch B unmöglich, und es muss b also, um keinen Widersinn 
herbeizufuhren, gleich Null sein. 

Diese Betrachtungen sind von Wichtigkeit, weil sie lehren, 
dass überhaupt die Lösungen (65) nur die Constanten 

a, a i9 a t , a, d\ a ; b if b t , b\ b'\ b& c, 

und zwar alle auf lineare Weise, sonst aber nichts willkürliches 
enthalten. Denn auch die Function Sl hat sich in einen für diese 
Constanten linearen Ausdruck aufgelöst, dessen Coefficienten für 
jeden individuellen Querschnitt völlig bestimmte Functionen sind. 
Die obigen 12 Constanten reduciren sich indess noch auf 6, 
indem man die Gleichungen (57) berücksichtigt, welche die Fest- 
legung des einen Endes ausdrücken. Setzt man die dort ange- 
führten Grössen für den Anfangspunkt gleich Null, so ergeben 
sich sofort folgende Gleichungen: 

a = 0, a = 0, c = 0, a = 0, 

_ /dSl\ 

6" = (—) 

\ dy ) x — o, y = o. 




i 



Vier jener Constanten verschwinden also; die beiden letzten 
Gleichungen zeigen, da Sl sich aus den b , b t , b t auf lineare 
Weise zusammensetzt, wie b' und b" sich durch jene drei Con- 
stanten ausdrücken. Und so bleiben nur noch sechs willkürliche 
Conslanten in der Rechnung: 

b , b if b if a, a t , a r 

Die in (65) angegebenen Werthe der Spannungen, werden 
hierdurch in keiner Weise modificirt ; wohl aber vereinfachen sich 
die u, v, w, und es wird: 
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(72) 



«* — y* 



«= — 11 fax + a t 2 

Y, ** — y* 

ßSl\ 2 

WA - a ' i 



+ «2 «J/j 

+ b t x v ) + >,f 



+ « 



2* 
2 






v = — p \ay + a t 

/. y»- *' 



a* 



+ * 



+ «i #y ) 

i *y) -^ 



+ * WA ~ "' T ~ b * T 

n> = z {a + a t x + a 2 y) + — (b t x + b 2 y) 

- bl xy>- b 2 yx< + Sl-x (g^ - y (^ 

dSl dSl 
wo die zu -z— , -r- hinzugefügten Indices andeuten, dass in 
dx oy 

jenen Grössen x = 0, y = zu setzen ist. 



§ 25. Discussion der Lösung. Allgemeine Anschauungen. 

Ausdehnung. 

In den Lösungen des Problems, welche die Gleichungen (72) 
enthalten, befinden sich noch, in linearer Weise auftretend, sechs 
willkürliche Constanten. Lässt man von diesen immer fünf ver- 
schwinden, so werden u, v, w bestimmt bis auf einen constanten 
Factor, die sechste Constante. Alsdann ist also die Natur der 
eintretenden Verschiebungen völlig bestimmt, und nur die Inten- 
sität derselben bleibt unbestimmt. Man kann somit die allge- 
meinen Verschiebungen (72) als das Resultat von sechs gleich- 
zeitig bestehenden Einzelverschiebungen ansehen, deren jede ihrer 
Natur nach völlig bestimmt ist, deren Intensitäten aber noch verän- 
derlich sind, so dass durch Veränderung der Intensitätsverhält- 
nisse zwischen diesen sechs Grundverschiebungen die mannigfach- 
sten Verschiebungsarten sich zusammensetzen können. 

Es ist leicht von der Bedeutung der einzelnen Grund- 
verschiebungen sich Rechenschaft abzulegen. Dabei ist es nicht 



nötlii^:. all» sechs gesondert zu betrachten, sondern es genügt die 
Betrachtung von vier Gruppen, deren zwei ausserdem sich ganz 
analog verhalten, und deren also auch nur drei zu untersuchen 
mihI. Gehen wir diese Gruppen der Reihe nach durch. Um die- 
selben bequem iintersurhen zu können, schicke ich folgende Be- 
merkungen voraus. 

Wenn in dem Stabe irgend welche Verschiebungen vor sieh 
gegangen sind, so beanspruchen zwei geometrische Untersuchun- 
gen vorzugsweise Aufmerksamkeit. Die eine derselben betrifft die 
Gestalt einer Faser, welche ursprunglich der ZAxe parallel war, 
die andere die Gestalt eines Querschnitts, welcher ursprüglich eine 
auf der ZAxe senkrechte Ebene bildete. 

Die Koordinaten eines Punktes, welcher ursprünglich der Faser 
x, y angehorte, sind nach der Verschiebung 

x = X + u 

(73) \y = y + v 

z = z + w. 

In diesen Gleichungen sind längs der betrachteten Faser x 
und // als Konstante anzusehen, z hingegen als veränderlich. 
Kliininirt man also z aus den obigen Gleichungen, so erhält 
man zwei Gleichungen zwischen x, y, z, die Gleichungen der 
Kurve, in welche die ursprünglich geradlinige Faser überge- 
gangen ist. Diese Elimination ist sehr leicht zu bewerkstelligen. 
Denn da w, v, rv sehr kleine Grössen sind, so begeht man nur 
einen Fehler höherer Ordnung, wenn man in u, v selbst z 
durch die davon sehr wenig verschiedene Grösse z ersetzt. Die 
AiiMdrucke von u, v, welche dadurch entstehen, bezeichne ich 
durch u, v\ alsdann sind 

!X = X -+- u 
I ' 
y = y + v 

die G leiehiiugen der gebogenen Faser, da sie z nicht 
mehr enthalten. 

Für einen ursprüglich ebenen Querschnitt hingegen ist z con- 
stant. Will man also aus (73) die Gleichung der Fläche erhalten, 
in welche der ursprünglich ebene Querschnitt durch die Ver- 
schiebung übergeht, so muss man in derselben z als constant 
ansehen, und x, y ans den drei Gleichungen eliminiren. Dies 
geschieht auf die nämliche Art, wie zuvor die Elimination von z 



— 87 - 



bewerkstelligt wurde. Man begeht nur einen Fehler höherer 
Ordnung, wenn man in w die Grössen x, y durch x y . ersetzt. 
Bezeichnen wir durch w den Ausdruck, in welchen rv dadurch 
übergeht, so ist 

(75) z' = z + nf 

eine Gleichung, welche x, y nicht mehr enthält, also die 
Gleichung des gebogenen Querschnitts, 

Wenden wir dies nun auf die Untersuchung der Einzelver- 
schiebungen an. 

1. Die erste Glasse derselben enthält man, wenn man alle 
Constanten verschwinden lässt bis auf a. Es bleibt dann: 

u = — (tax ^3 = 

v •= — (iay 

w '• = az 

Diese Verschiebungen geben die einfache Ausdehnung. 
Jede Stecke z in der Richtung der Längsaxe hat sich um az, 
also im Verhältniss von 1 : (1 + a) ausgedehnt, die Querdimen- 
sionen sind ebenso im Verhältniss von 1 : (1 — pa) verkürzt. Der 
ganze Stab ist in der Längsrichtung glcichmässig gespannt, jede 
Faser geradlinig geblieben, jeder Querschnitt eben. 



<23 = ° 
t** = Ed. 



§ 26. Weitere Discussion. Biegung. 

2. Lassen wir ferner alle Constanten ausser a if b i ver- 
schwinden, so bleibt: 

p(a* — y 2 ) + z 2 



(75a) . 



u 



a Ä 



v = — pxy («; + \ z) + z b v f-^J 

] 



rv 



13 ~ 2 (1 + ^ L 

Eb. \ . 

. hs = Ex ( a i + b i *)• 



tia* + (2 — p) y % 



+ 



dx 



+ 2 ) '» + VJ 
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Der allgemeine Charakter des Zustande*, welchen diese For- 
meln bezeichnen, ist der der Biegung. Bemerken wir, dass nach 
(74) die Gleichungen einer Faser nach der Verschiebung die Gestalt 
annehmen: 



x = x — a, CJ -i 



-^+^->-m 



Von diesen stellt die letzte eine Ebene dar; jede Faser also bildet 

eine ebene Curve, deren Ebene (da die letzte Gleichung x nicht 

enthält) der XAxe parallel ist. Die Curve selbst ist nach der 

ersten Gleichung eine Parabel dritter Ordnung, falls nicht etwa 

b t r= ist, wo denn eine gewöhnliche Parabel, oder (was bei 

den schwachen Biegungen bis auf Grössen höherer Ordnung 

dasselbe ist) ein Kreisbogen entsteht. Es giebt insbesondere Fasern, 

deren Ebene nach der Verschiebung noch der Axe parallel bleibt; 

wenn nämlich 

1 (dB\ 

und also 

V — V ( l — f**«t) 

wird. Die obige Gleichung für xy stellt eine gleichseitige Hyperbel 
dar, deren Asymptoten die X und FA*en selbst sind; auf einer 
solchen treffen die gedachten Fasern in ihrer ursprünglichen Lage 
jeden Querschnitt des Körpers. 

Die Grösse der Biegung lässt sich nach der Strecke beur- 
theilen, um welche das Ende der Faser x = 0, y = gesenkt 
erscheint; der entsprechende Werth von u wird 



u, 



"i ' - »■ K - G£)J 



und kann, einer gebräuchlichen Bezeichnung gemäss, Pfeil der 
Biegung genannt werden, sowie Biegungsebene die durch 
diese Faser gelegte XZ Ebene genannt werden soll. 

Die Querschnitte erscheinen gebogen, und zwar sind ihre 
Gestalten nach (75) gegeben durch die Gleichung: 
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In dieser Gleichung bedeutet fi t \ den frühern Bezeichnungen 
analog, diejenige Function, in welche B x übergeht, wenn darin 
x\ y an die Stelle von x, y gesetzt werden. Man sieht, dass 
die Gleichung des gebogenen Querschnitts von B {y also von der 
Form seiner Peripherie, abhängig ist, sowie dass die Gestalten 
der verschiedenen Querschnitte keineswegs congruent sind. 

Auch sind die Tangentenebenen dieser Flächen an denjeni- 
gen Stellen, welche ursprünglich der ZAxe angehörten, nicht 
mehr der Ebene XY, der Ebene der ursprünglichen Querschnitts- 
richtung, parallel. In der That, setzt man x, y sehr klein, und 
daher für B i9 welches selbst für x = 0, y = verschwinden 
sollte, nach dem Taylorschen Satz die Reihe 



•—(£).+'©).+ 



so heben sich die Glieder erster Ordnung auf, und man hat mit 
Vernachlässigung der Glieder höherer Ordnung: 

*' = (1 + a t x) z + b t — . 

Dies ist die Gleichung einer Ebene, also der Tangentenebene 
für x = 0, y .== 0; dieselbe ist, da sie y nicht enthält, der 
FAxe parallel (gegen die oben bezeichnete Biegungsebene senk- 
recht) und bildet gegen die in der Biegungsebene zur Cylinderaxe 
senkrechte Axe der X den sehr kleinen Winkel, dessen Tangente 
durch die Formel 

dz 
**=**? = ** 

bestimmt wird. Derselbe ist Null im Anfang, und nimmt zu gegen 
das freie Ende des Stabes. 

Fügen wir hinzu, dass die Gleichung der Faser x = 0, 
y =5 ist: 

' ~ °. ? - »■ [? - ' (£').]■ 

und dass sich aus derselben für die Neigung der Normale gegen 
* e -^Axe der Winkel a ergiebt: 

•'~£-*«Wf-G5).] 

80 erhält man für die Ablenkung des Querschnitts aus der gegen 



) 
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jene Faser normalen Richtung, mit Rucksicht darauf, dass a, a 
sehr klein sind: 

••--*£-(£).]. 

was wegen der Vergleichung mit der gewöhnlichen Biegungstheorie 
von Wichtigkeit ist. 

Alle Fasern, welche in der TZ Ebene liegen, in der Ebene, 
welche gegen die Biegungsebene (XZ) senkrecht durch die ZAxe 
gelegt ist, erleiden weder Ausdehnung noch Zusammenziehung, 
da für x = / 33 verschwindet. Zu beiden Seiten dieser Ebene 
ist, wenn anders a i -f b i z in der ganzen Länge des Stabes sein 
Zeichen nicht ander! , einerseits Zusammenziehung, andrerseits 
Ausdehnung. Wenn hingegen für einen gewissen Werth von z 
die Grösse a t + b t z, also auch / 33 , verschwindet, so giebt dies 
einen bestimmten Querschnitt an, dessen Punkte ebenfalls säinmt- 
lich weder Zusammenziehung noch Ausdehnung erfahren, und 
die Ebene desselben mit der vorhererwähnten theilen den Kör- 
per in vier Theile, in denen abwechselnd Zusammenziehung und 
Ausdehnung vorhanden ist. Die Punkte, in denen die Ausdehnung 
gleich stark ist, bilden hyperbolische Cylinder, dargestellt durch 
die Gleichung 

f 33 = Ex (öj + b i z) z=z Const., 

welche die beiden Ebenen ohne Ausdehnung zu Asymp totenebene tt 
haben. 

Auf den freien Endquerschnitt müssen, um die in Frage 
stellenden Verschiebungen hervorzurufen, Kräfte wirken, welche» 
auf die Einheit der Fläche bezogen, an jeder Stelle den Grössen 
'13» hz> *33 gl e * cn sind. Die Verthcilurig der in der Längsrieb' 
tung wirkenden Kräfte * 33 ergiebt sich leicht aus der Formel» 
nach welcher f 33 mit x proportional ist. Trägt man in jedei** 
Punkte des Querschnitts diese Zugkraft in ihrer eigenen Richtung 
an, so bilden die Endpunkte eine der TAxe parallele Ebene» 
welche sich mit der FZEbene in dem Querschnitt selbst durch' 
schneidet. Die Vertheilung von * 13 , t n ist von der Gestalt des 
Querschnitts abhängig; von diesen Kräften, von denen namentlich 
die erste für die Hervorbringung der Biegung wesentlich ist, wird 
weiterhin noch die Rede sein. 

Lässt man statt a it b x die Constanten a 2 , b 2 allein bestehen» 



so treten ganz analoge Erscheinungen ein, nur dass jetzt die 
FZ Ebene die Biegungsebene wird. Man erkennt dies sofort, wenn 
man erwägt, dass die Formeln, welche u, v, w ausdrücken, für 
x und y ganz symmetrisch gebaut sind, und ebenso symmetrisch 
für die Constanten a t , b t einerseits und für a t , b 2 andrerseits. 



§ 87. Fortsetzung der Discnssion. Torsion. Allgemeiner 

Satz über die Spannungen. 

3. Es bleiben daher nur die Zustände zu besprechen, welche 
der Gonstante b entsprechen. Behalten wir diese allein bei, 
so wird: 






(75b) . 



V = — 6n Z 



TU 



= ». [*. - - ra - > m 



'l3 — '' 



Eb„ 



2 (1 + P) 
__ Eb 

' 2S _ a (i + f») 

<33 = °- 



(» + £) 



(« - £) 



Diese Formeln, welche die Torsion ausdrücken, sind nächst 
denen für die reine Ausdehnung die einfachsten. Der Cylinder erfahrt 

■ 

,n seiner Längsrichtung keinen Zug, nur Kräfte* welche in der 
Fläche des letzten Querschnitts parallel der Fläche selbst liegen, 
bringen diesen Zustand hervor. Die Gleichungen der verschobenen 
Pasern werden; 



(76) 






Unter diesen ist eine genau in ihrer ursprünglichen Lage 
^blieben; es ist diejenige, deren ursprüngliche [Coordinaten 
änd: 
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Alle andern Fasern bilden nach der Verschiebung geneigte 
gerade Linien; dieselben sind einerseits dadurch bestimmt, dass 
die Punkte des theilweise festgelegten Endquerschnitts überhaupt 
in der Ebene des Querschnittes selbst nicht verschoben werden, 
da u, v mit z verschwinden. Andrerseits sieht man leicht, das |fe 
alle ursprunglich auf einem Kreiscylinder gelegenen Fasern nach 
der Verschiebung ein einschaliges Hyperboloid bilden. Dies erhält |üi 
man sehr leicht, wenn man von der Gleichung des Cylinders aus- 
geht, den die betrachteten Fasern ursprünglich bilden sollen: 

(78) f* = (x — «)■ + (y - ß)\ 

und dann darin x, y durch x, y ersetzt. Mit Vernachlässigung 
von Grössen höherer Ordnung kann man in den letzten Gliedern 
von (76) x\ y für x, y setzen, und erhält dann: 

. - * - m- [• + 0] 

sodann aber, wenn man dies in (78) einführt und die Glieder 
höherer Ordnung wieder vernachlässigt: 

r« = (*' - «)' + (y - ß)< 

- * b >* \ß' ~ «*' + (*' " -) ©) + (r'-Ä (£)} 

Dies ist, da die Terme der dritten Dimension . sich aufge- 
hoben haben, wirklich die Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung, des verlangten Hyperboloids. Dasselbe hat seinen Mittel- 
punkt in dem festgelegten Schnitte, und zwar in dem Punkte, wo 
die Axe des Cylinders (78) jene Endfläche trifft: denn setzt man: 

*' — « = £> y — ß = % 

so ist das Hyperboloid auf den Mittelpunkt bezogen; seine 
Gleichung wird: 

r + *-'*4' + C£)JK--.($)]'}-* 

wo die Glieder erster Dimension völlig verschwunden sind. Das- 
selbe hat immer zwei Erzeugende, welche der Cylinderaxe parallel 
sind; diese erhält man, indem man die Gleichung des Hyperbo- 
loids zerlegt in die beiden Gleichungen: 
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•['+ci)J : 'V(S)j 

Durch diese beiden Gleichungen zusammen ist in der That 
5 Gleichung des Hyperboloids erfüllt; beide Gleichungen aber 
stimmen "zwei Werthe von § und rj, während z ganz beliebig 
eibt; sie bestimmen zwei Gerade, der ZAxe parallel, welche ganz 
dem Hyperboloide enthalten sind. 
Das Hyperboloid endlich geht (bis auf Grössen höherer Ord- 
ing) in den ursprünglichen Cylinder selbst über, wenn 

• = (£).• ' = - (£).- 

h. wenn eine Axe des Cylinders mit der obenan geführten Faser 
7) zusammenfällt, welche keine Verschiebung erfährt. In diesem 
dl ist also jede Seite des Cylinders nur in der ihr entsprechen- 
sn Tangentenebene ein wenig verschoben, aus derselben aber, 
s auf Grössen höherer Ordnung, nicht herausgetreten. 

Es ist oben, §21, bereits erwähnt, dass eine kleine Drehung 
nes Körpers um die ZAxe, bei welcher der Winkel « beschrie- 
3n wird, ausgedrückt ist durch die Verschiebungen: 

u = ay, v = — ctx. 

Dies stimmt genau mit den vorliegenden Formeln überein, 
enn man nicht die ZAxe, sondern die ihr parallele Gerade (77) 
s Drehungsaxe betrachtet, .und daher an die Stelle von y, x 
ie Grössen 

» + (£),. • - (v 1 ). 

eten lässt. Die Vergleichung zeigt dann, dass in dem vorliegen- 
en Falle 

a = b z 

i setzen ist. Jeder Querschnitt erscheint also gedreht um einen 
Kinkel, welcher seiner Entfernung z von dem festen Querschnitt 
roportional ist, und b selbst bezeichnet den Drehungswinkel 
n Abstände 1 ; endlich, wenn / die ganze Länge des . Stabes be- 
btet, ist b l die Drehung des letzten Querschnitts gegen den 
rcteo. 

Die einzelnen Querschnitte erscheinen gekrümmt, alle aber, da 
' von z unabhängig ist, auf völlig dieselbe Weise« Die Art dieser 
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Krümmung hängt von der Function B ab, also von der Form da 
Querschnitts. 

So sind denn bei der Discussion dieser Resultate die drei 
Hauptformen , unter welchen ein elastischer Stab sich darstdk, 
sofort zu Anschauung gekommen: Ausdehnung, Biegung rad 
Torsion. Zugleich Ist für die annähernde Behandlung wirk- 
licher Probleme ein sicherer Ausgangspunkt gewonnen, und daafit 
die Basis gegeben, auf welche eine minder strenge Fortentwicklung 
sich stutzen kann. Wie dies geschieht, wird im Folgenden ge- 
zeigt werden. 

Ich bemerkt zum Schluss dieser Betrachtungen noch einen 
Satz, welcher daraus folgt, dass die Spannungen f 13 , f 23 die Ver- 
änderliche z nicht mehr enthalten. Man kann dies so aussprechen: 
Die Spannungen,, welche aus der seitlichen Ver- 
Schiebung der Fasern gegen einander entspringen, 
sind längs der ganzen Ausdehnung jeder Faser 
co n staut. 

§ 28. Angenäherte Anwendung auf wirkliche Probleme. 

In wirklichen Problemen liegt grösstenteils die umgekehrte 
Aufgabe vor, aus gegebenen Kräften, welche die freie Endfläche in 
beliebiger Weise angreifen, diö Ausdehnungen, Biegungen, Drehun- 
gen zu bestimmen, welche der Körper durch sie erfährt. Aber 
es ist bisher kaum in irgend einem Falle gelungen, ein solches 
Problem durchzuführen. Man wird es daher immerhin als einen 
wesentlichen Gewinn betrachten dürfen, wenn es gelingt, die im 
Vorigen behandelten Zustände irgend welchen gegebenen soviel 
als möglich anzunähern, indem man dabei die* Vertheilung der 
auf die freie Endfläche wirkenden Kräfte ein wenig modißeirt. 
Man erinnert sich aus der Theorie der starren Körper, dass dort 
die Wirkung eines Kräftesystems lediglich von sechs Gombinationen 
der Kräfte abhängt, den drei Componentensummen in Bezug auf 
die Coordinatenaxen , und den drei Drehungsmomenten, welche 
in Bezug auf dieselben Axen berechnet werden. Hat man also 
einerseits ein gegebenes Kräftesystem, welches auf die End* 
fläche wirkt, andrerseits die oben untersuchten Zustände, welche 
gewisse auf die Endfläche wirkende Kräftesysteme erfordern, \$ 
denen nur noch eine begrenzte Anzahl willkürlicher Constantef 
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auftritt, so kann man sich dieser Coustanten bedienen, um jene 
Hräftesysteme einander möglichst gleich zu machen, indem man 
die sechs Ausdrücke, von denen bei einem starren Körper die 
'Wirkung allein abhängen wurde, für beide Systeme berechnet und 
einander gleich setzt. Allerdings ist die Wirkung beider Kräfte- 
»ysteine auf den elastischen Körper dann noch nicht völlig gleich; 
doch darf man es immerhin als eine bedeutende Annäherung be- 
trachten, wenn man für das gegebene Kräftesystem das für unser 
Problem geforderte substituirt, versehen mit passenden Werthen 
der willkürlichen Constanten, und wenn man sodann die aus unserm 
Problem folgenden Verschiebungen und Spannungen an Stelle 
derjenigen setzt, welche aus der unbekannten strengen Lösung des 
Problems sich ergeben würden. 

Man hat auf diese Weise sechs Gleichungen mit Hülfe der 
Constanten zu erfüllen. Zerlegen wir sämmtliche gegebenen Kräfte 
welche auf die freie Endfläche wirken, in ihre Componenten nach 
den Coordinatenaxen, und nennen A die Summe aller Componen- 
ten nach der XAxe, ebenso B die Summe aller Componenten 
nach der FAxe, C die Summe aller Componenten nach der ZAxe; 
nennen wir endlich Ä, B\ C' die Summen der statischen Momente, 
welche sich ergeben, wenn man die Coordinatenaxen der Reihe 
! : nach als Axen betrachtet, um welche die äussern Kräfte den 
• Körper zu drehen bestrebt sind. Die Momente rechne ich so, 
! dass sie positiv gelten, wenn, von der positiven Coordinatenaxe aus 
gesehen, die entsprechenden Kräfte in dem gleichen Sinne drehen, 
wie sich der Zeiger einer Uhr bewegt, negativ, wenn entgegen- 
gesetzt; das Coordinatensystem aber soll so liegen, dass, von der 
positiven ^TAxe gesehen, der Zeiger einer Uhr sich durch 90° von 
der positiven FAxe zur positiven ZAxc bewegen würde. In die- 
sem Sinne müssen dann A, B, C, Al, Bf y C den entsprechenden 
Grössen gleich werden, die man berechnet, indem man im 
freien Querschnitt Kräfte zu Grunde legt, welche den dort er- 
s : zeugten Spannungen genau gleich sind. Diese Spannungen aber 
i erhält man aus t lo , < 28 , f a3 , wenn man in denselben z = / setzt; 
J ttducirt man dann die auf das Flächenelement dq wirkende Kraft 
[| auf ihren wirklichen »Werth, indem man die auf die Flächenein- 
\ heit bezogenen Kräfte t i3 , t ri , f 33 mit dem Flächenelement selbst 
Nultipücirt, so wirken nunmehr die Kräfte 

'i3 d ?> ' 2 3<ty> t n dq 



(79) . . « 
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in dem Elemente dq, dessen Coordinaten x, y, / sind. Und i* 
clein man die Summen und Drehungsmomenle dieser Componeo- 
ten den gegebenen Grössen A, B, C, Ä, ff, C gleich setzt, erhalt 
man folgende Gleichungen: 

f^/'.s dq = A; j{t zz y — t„ l) dq = Ä 
Jt ti dq --■= B; J{t lt l — t„x)dq = ff 

j<„ d( i = c > /('2s x — h* y) d v = ?> 

wo die Integrale über die ganze Fläche des Querschnitts auszu- 
dehnen sind. 

Da die Functionen /„, /„, ;,, die unbekannten Conslanteü 
a,b nur auf lineare Weise enthalten, die Functionen aber, mit 
welchen dieselben darin multiplicirt erscheinen , durch die Inte- 
grationen in numerische CoefQcienten übergehen , so hat man io 
den Gleichungen (79) ein System von sechs Gleichungen ersten 
Grades vor sich, welche zur Bestimmung der Constanten vollkom- 
men hinreichend sind. 

Wenn nicht besondere Verhältnisse vorliegen, die das Ge- 
gentheil wünschenswerth machen, so kann man die Behandlung 
dieser Gleichungen noch vereinfachen , indem man den festgeleg- 
ten Punkt und die Richtung der XYAxen im ersten Querschnitt 
in passender Weise wählt. Und zwar empGehlt sich als festzule- 
gender Punkt vor Allem der Schwerpunkt des Querschnittes, so 
dass die ZAxe dann die Schwerpunktslinie wird, die Gerade, 
welche die Schwerpunkte sämmtlicher Querschnitte mit einander 
verbindet. Da die Coordinaten des Schwerpunkts einer Fläche 
bekanntlich immer durch die Formeln 

_ fxdq _ fy dg 
*~ fdq' V ~ fdq 
gegeben sind, so folgt hieraus, dass das Verlegen des Anfangs 
punktes in den Schwerpunkt das Verschwinden von § und 17, d 
h. das Verschwinden der Integrale mit sich führt, welche di 
Zähler jener Ausdrücke bilden. Man hat also für die gedacht 
Lage des Anfangspunkts immer: 

(80) fxdq — 0, fydq— 0. 



— 97 — 

Endlich kann man die Richtung der Axen noch immer so 
wählen, dass 

(81) fx y dq = 

wird, wo dann das Coordinatensystem das System der Hauptaxen 
genannt wird. In der That ist es leicht, den Winkel zu finden, 
um welchen ein irgendwie gegebenes Coordinatensystem gedreht 
werden muss, damit es das Hauptaxensystem ergebe. Sind die 
X, FAxen irgendwie gegeben, und setzen wir in Polarcoordinaten 

x = r coscp, y = r sing>, 

so wird, beim Uebergange in ein neues Coordinatensystem, welches 
den Winkel a mit dem gegebenen bildet, nur <p um a vermin- 
dert, und die Coordinaten desselben Punktes im neuen System 
werden 

x == r cos (<p — a) , y = r sin (g> — a). 

Soll nun dies neue System das System der Hauptaxen werden, 
so muss man haben: 

= j x r y dq = \ j r 2 sin 2 (q> — et) dq, 

oder, wenn man den Sinus auflöst, und bemerkt, dass der 
Drehungswinkel a für alle Punkte der Fläche gemeinsam ist, 
und somit als von der Integration unabhängig vor das Integralzei- 
chen gesetzt werden darf: 

= cos 2 a fr* sin2<p dq — sin 2 a fr 2 cos2<p dq. 

Hieraus ergiebt sich sofort: 

/r 2 sin 2 <p dq 

in 2a = — -• 

* /r*cos2o3<fy 

Führt man unter dem Integralzeichen wieder .r, y ein, so 
ist nach bekannten Formeln: 

r 2 sin2g> = 2x y, r 2 cos2o9 = x 2 — t/V 

daher auch 

. Zfoy dg 
tg 2a = -z-z trir' 

Hier stehen rechts nur gegebene Grössen, Integrale, welche 
sich auf eine bekannte Querschnittsform und eine bekannte Lage 
des Coordinatensystems beziehen. Der Winkel cc ist hieraus zu 

C lob seh, Theorie elast. Körper. 7 
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bestimmen; zwar folgt er nicht eindeutig daraus, sondern der 
(Gleichung genügen mehrere Werthe von a, aber man übersieht 
sogleich, dass diese Werthe sich nur um Vielfache eines rechten 
Winkels unterscheiden. ITat man also ein Coordinatensystem durch 
Wahl eines bestimmten Werthes von a gefunden, so findet man 
die übrigen noch möglichen durch wiederholte Drehung des Sy- 
stems um einen rechten Winkel. Aher hiedurch ändert sich das 
neue Coordinatensystem selbst keineswegs, nur die Bezeichnung 
der Axen wird verändert* Man darf also allerdings die Lage des 
Coordinatensystems dadurch als eindeutig bestimmt ansehen. 

Es sei nun ferner der ganze Querschnitt durch q bezeichnet, 
durch x, X aber die Trägheitsradien für die Hauptaxen X, F; 
man hat dann in Folge dieser Definitionen die weitern Glei- 
chungen : 



(82) 



S dy = q 

j a* 2 dq = X* q 
jy % dq = x* q. 



Und wenn man nun mit Hülfe der Ausdrücke (65) für die 

Spannungen der Integrale in (79) wirklich bildet, so gehen diese 

Gleichungen leicht in die folgenden über: 

C 

= TT 

Eq 

~ b < 2 ~ + qj 'die dq = ET~ 

_ h y^ + ft-rty , l f da da= 2 ( l +i IL ) B 

2 2 "*" qj dy q Eq 

IB + Ä 

1 ff d& &&\ , 

+ *. f P — rt y 3 - fr + ♦) «* y dq 

(2 _ rt a? _ fr + 4 ) y'x^ = 2 (1 + fi) Cf 



(83) 



U 



2 * Eq 
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§ 29. Ueber die Bestimmung der Constanten des de Saint- 
Vönantsehe Problems für angenäherte Anwendung. 

Die Bestimmung der Constanten a, b für ein gegebenes Kräfte- 
system hängt hienach von der Aufsuchung der Function Sl ab, 
deren Form man wenigstens allgemein anzugeben nicht im Stande 
ist, wenn auch ihre Bestimmung für gewisse individuelle Quer- 
schnittsformen gelingt. Aber es ist ein sehr merkwürdiger, und 
für die Theorie höchst wichtiger Umstand, dass man ohne die 
Function Sl zu kennen, dennoch im Stande ist den Werth der 
beiden Integrale 

ganz allgemein von vorn herein anzugeben, indem man dabei 
sich nur auf die Bedingungen stützt, denen die Function Sl zu 
genügen genöthigt ist. Es geschieht dies wieder durch ein Ver- 
fahren der theilweisen Integration, demjenigen ähnlich, von wel- 
chem im Vorigen mannigfacher Gebrauch gemacht worden ist. 

Drücken wir nämlich das Flächenelement dq durch das kleine 
Rechteck dx . dy aus, und integriren zunächst partiell über einen 
Flächenstreifen von der Breite dy, dessen Endpunkte durch die 
der x Coordinate beigefügten Indices und 1 bezeichnet werden 
sollen , so hat man : • 

f d £ dq = fj 1£ **** 

= /K* i*),~ (* S)j dy -ff* i^ dxdy - 

Da nun Sl der Gleichung 

dx* dy 

genügt, so kann man auch setzen 

-ff* W d * d y=ff* ™ dxd y> 

und wenn man jetzt über einen Flächenstreifen parallel der J'Axe 
integrirt, dessen Breite dy ist, und dessen Endcoordinaten durch 
die oben zugesetzten Indices 0, 1 unterschieden werden mögen, 

so hat dies Integral den Werth 

7 * 



. + 7Ü5 = ° 
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so »lass 



ß (■ £)' - (• f )*i -• 



Hier ist «las erste Integral rechts über alle Flächenstreifen 
auszudehnen, welche sich der FAxc parallel legen lassen, oder, 
was dasselbe ist, über alle Paare von Bogenelementen, welche 
durch solche Streifen auf der Peripherie der Curve abgeschnitten 
u erden. Ist nun ds dieses ßogenelement und p der Winkel der 
nach aussen gerichteten Normale gegen die XAxe, und sei der- 
selbe p im Punkte .r . p t im Punkte x t , so hat man offenbar 

dy = ds t cosp j = — ds cos/> , 
und somit das erste Integral gleich 

oder wenn man das Integral einfach über alle Bogenelemeote ds 
ausdehnt , gleich 

x - — cos» ds. 

oy F 



J 



Auf dieselbe Art wird das zweite Integral gleich: 

inj» ds, 



I X Sil 

J <>y 



und also 

.LI** ,ix(iy = f x (S cosp+ ^ sinp ) ds - 

Inzwischen ist der Wcrth, den der eingeklammerte Ausdruck 
in den Punkten der Peripherie annimmt, aus der Gleichung (6?) 
bekannt; nämlich es ist nach jener Gleichung 

f )Sl ()Sl 

cos« + - — sin/) = X cos p + Y sin», 
(hv vy ■ 

wo der Kürze wegen gesetzt ist: 

,Y == - K y + 6, ^JL±4=JUL + fr + 2) K st 



(M) 



7 = btX + B, ^ + ft- ^ + ( , + 2) bl *y 
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Demnach ist auch 

j I -r— dx dy = I x (X cosp + Y sinp) ds , 

ein Ausdruck, aus welchem jede Spur der Function & verschwun- 
den ist. 

Gehen wir nun , um den Werth dieses Ausdrucks zu bestim- 
men, auf dem oben eingeschlagenen Wege rückwärts, so kann 
man für denselben zunächst setzen: 

J\ (x X) t — (x X) Q \ dy + J\ (x Y)< - (x r)°j dx; . 

oder auch, wenn man die in jeder Klammer befindliche Differenz 
. als Resultat der Integration nach einem der oben betrachteten 
Flächenstreifen ansieht: 

fß^dxdy+ff-^äxdy. 

Und so erhält man die Formel 

welcher sich offenbar die ganz ähnlich gebildete anschiiesst, wel- 
che sich ergiebt, wenn man x und y überall vertauscht. Setzt 
man endlich wieder dq für dxdy, so -hat man demnach folgende 
beide Formeln: 

rdSl J . ffd.xX , d.x Y\ J 

K— !<& + *-&*■ 

Führt man nun hier die Werthe (84) für X und Y ein, so 
kommt die Berechnung der rechten Theiie auf die oben bereits 
angegebenen Integrale 

Ix dq, jy dq, fxy dq, Ix 2 dq, I y % dq 

zurück, von denen der Annahme nach die drei ersten verschwin- 
den, indess die letzten beiden die Werthe )}q, %* q annehmen. 
Und so wird also endlich: 

/S dq = ¥ I (» * + 4) ** + (2 - P) * f j- 
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Diese au sich merkwürdigen Bestimmungen ertheilen nun 
den Gleichungen (S3) die folgende, mit Ausnahme der letzten 
liörhst einfache Form: 



(«*) 



a • ■" -= 



C 
Eq 



*' ~ K.V'q 
ht = E.Y*~q 



a. 



a. 



E.Vq 
Ä 



E.* % q 

- K (*' + i; + -' / 

l>. C(i—it) x> — (p — 4) y« x 



V> — y.) y* — ,> — 4) x" y 
q.l 2 



dq 






2 



dq 






2 ( i + rt c y 



Das Kigcnthumliche dieser Formeln liegt darin, dass a nur 
von T, ebenso b nur von ^, a, von B*, b t von 2?, a t vod / 
abhängt; nur die letzte Gleichung enthält dann noch sämmtliche 
Grossen, so dass b sich durch alle mit Ausnahme von C ausdrückt. 
Dieses Besultat kann man durch folgenden Satz interpretiren: 

Die (Komponente der äussern Kräfte, welche in der 
Bichtung derLängsaxe wirkt, ruft nur Ausdeh- 
nung hervor. Die parallel der Endfläche nach 
einer llauptaxe gerichtete Componente zusam- 
men mit dem in Bezug, auf die andern Haupt- 
axe genommenen Drehungsmoment bringen 
eine Biegung hervor, deren Biegungsebene 
durch die erste llauptaxe hindurch geht, doch 
mit begleitender Torsion. Das Drehungsmoment 
endlich in Bezug auf die Längsaxe ruft nur 
Torsion hervor. 



§ 30. Symmetrische Querschnitte. 

Diese Betrachtungen vereinfachen sich noch weiter, wenn 
man dem Querschnitt eine Gestalt giebt, welche gegen zwei auf 
einander senkrechte Gerade symmetrisch ist. In diesem Fall werden 
die erwähnten Geraden von selbst dieHauptaxen des Schnittes, ihr 
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Durchschnittspunkt der Schwerpunkt. Um dies einzusehen kann 

man sich des folgenden Satzes bedienen: 

Wenn F eine Function von x und y ist, weiche die 
Eigenschaft hat, ihr Zeichen zu wechsein, wenn 
man a? in — x, oder y in — y übergehen lässt, so 
ist immer das Integral 



/' 



dq y 



ausgedehnt über eine in Bezug auf die Coordi- 
natenaxen symmetrische Fläche, gleich Null. 

Man sieht dies leicht ein. Denn zu jedem Elemente dq, für 
welches die Function F einen gewissen Werth annimmt, findet 
sich dann ein anderes, symmetrisch gelegenes, für weiches F den 
entgegengesetzten Werth hat; das Produkt Fdq hat dann für 
solche Elemente gleiche und entgegengesetzte Werthe, und in 
dem Integral heben sich daher je zwei Terme auf, welche von 
solchen Elementenpaaren herrühren. Wegen der symmetrischen 
Form des Querschnitts aber lässt sich derselbe vollständig in 
solche Elementenpaare auflösen, und das ganze Integral verschwin- 
det also, indem je zwei seiner Terme sich gegen einander auf- 
heben. 

So ist sofort 

lxdq = 0, lydq=:0, Lvydq=0, 

wodurch der Anfangspunkt als Schwerpunkt, die Axen als Haupt- 
axen bezeichnet werden. Ferner ist 

ftfdp^O, lxifdq — 0, fx z ydq=0 t lx 3 dq = 0, 

wodurch die letzte Gleichung (86) sich noch wesentlich verein- 
facht. 

Aber dies ist nicht Alles. Nennen wir der Kürze wegen 
eine Function in Bezug auf eine in ihr vorkommende Veränder- 
liche gerade, wenn sie ihren Werth nicht ändert, sobald die Ver- 
änderliche nur das Zeichen wechselt, ungerade, wenn sie hie- 
durch gleichfalls ihr Vorzeichen ändert, während ihr absoluter 
Werth der nämliche bleibt. So ist für jeden symmetrischen Quer- 
schnitt der Cosinus der nach aussen gerichteten Normale gegen 
die XAxe, cosp, eine ungerade Function von x und eine gerade 
von y, &wp umgekehrt ungerade für y, gerade für x. Denn 
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geht man von einem Punkte x, y der Peripherie zu einem ändert 
über, der dasselbe x, aber das entgegengesetzte y hat, so ver- 
wandelt sich p in — p, also cosp in cosp, sinp in — sinj>; gebt 
man hingegen zu einem Punkte über, der dasselbe y, aber das 
entgegengesetzte x hat, so verwandelt sich p in 180° — /?, also 
vnsp in — cosp, sinp in sinp. Demnach erkennt man dass die 
linken Theile der drei letzten Gleichungen (70, der Reihe nach 

ungerade für x und y, 

ungerade für x und gerade für y v 

gerade für x und ungerade für y 
sind. Dasselbe muss für die linken Theile jener Gleichungen 
gellen. Bemerkt man nun, dass, wenn eine Function für eine 
Veränderliche gerade ist, ihr Diflerentialquotient nach derselben 
ungerade wird, und umgekehrt, so sieht man dass es genügt, 
wenn man 

B ungerade für x und y , 

B x ungerade für x, gerade für y, 

B t gerade für x y ungerade für y 

annimmt, was auch den Gleichungen (69) keineswegs widerspricht. 
Führt man nun in (86) den Werth von & 

Sl = b B + b x B, + b t B t 
ein, so zerfallt das Integral 



C( dsi dsi\ , 
J\ x W- y te) dq 



in drei Theile, weicht» respective mit b , b t , b t multiplicirt 
sind, lud von diesen verschwinden wegen des oben ausgespro- 
chenen Satzes alle bis auf das mit b multiplicirte Integral 



n dB, dB \ 



bei welchem die zu integrirende Function sowohl für y als für x 
gerade wird. Die letzte Gleichung (86) also reducirt sich auf: 

In diesem Falle wird daher auch b nur abhängig 
von dem Drehungsmomenl C; Ausdehnung, die beiden 
Glassen der Biegung, und Torsion bilden hier vier 
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völ lig abgesonderte Probleme, indem auch die Tor- 
siorf^usfällt, welche im Allgemeinen die Biegung 
begleitet. 

Die Wirkung der Kraft A und des Moments Bf zusammen, 
welche hienach in einer blossen Biegung bestehen, können wir nun 
durch die Gleichungen (75 a ) darstellen, weiche der reinen Bie- 
gung entsprechen» indem darin die Constanten a l9 b i durch ihre 
Werthe ersetzt werden. Da B t in Bezug auf y gerade, also 
dB t 



dy 



ungerade ist, so verschwindet auch in jenen Gleichungen 



(OD \ 
-— - ) , wie jede ungerade Function, deren Veränderliche ver- 
3y /o 

schwindet. Und es bleibt dann: 



(88) 



E ql* . u — ti 



_# <* & — y') + 

2 

4- LLZ 
6 



-A £+, 



E qk 2 . v= p xy (B' — Az) 
E qk 2 ,w=l— Bf xz + A £- + B t 

A 



/dB 



■)j 



* t^ 



).i 



tf . * 13 = 



qk* . L 3 = 



m 

2 (1 + fft) L dx 
A 



\ dx 
px* + {2 — ji) y 
2 



■] 



fö- («+ 2 H 



» 2(1+*) Idy 
gl* .t 33 =(Az — B').v 

In dem gewöhnlich betrachteten Falle ist die Biegung allein 
durch eine Kraft A hervorgebracht, welche im Schwerpunkte des 
freien Querschnitts angreift. . In diesem Falle hat man also noch 

B' = A l, 
wodurch denn die ersten drei und die letzte Formel des vorigen 
Systems die Gestalt annehmen: 

f A ( «* — y\, , , 2*/ z 3 , /dB.\\ 

A 



(89; 



Eqk 2 
A 



(i x y (t — z) 



•2 

As 



w 



Eqk 2 

_ Ax(l-z) 
33 — qk 2 



—* l x z 4 \- B t 



\ ÖX/q) 
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Es Ist bemerkenswert!», dass der in § 24 erwähnte Quer- 
schnitt, dessen Elemente keine Längsspannung / M erfahren, hier 
mit dem letzten Querschnitt zusammenfallt. In diesem Falle also 
theilt sich der Stab durch die YZ Ebene in zwei Räume, von 
denen einer nur Contractionen , der andere nur Ausdehnungen 
in der Längsrichtung aufweist. Der freie Querschnitt zeigt 
auch noch die Eigenschaft, dass (bei z = t) u und v von x und 
y unabhängig werden, dass also die Punkte dieses Querschnitts 
zwar gegen die Fläche desselben vorwärts oder rückwärts ver- 
schoben erscheinen, nicht aber in der Fläche selbst verscho- 
ben sind. 



Der Pfeil der Biegung: 



u 



£+<(£).! 



1 Eql* «3 "•" m \dxJJt 

erscheint von der Form des Querschnitts abhängig, aber nur in 
sehr geringem Grade Denn das zweite Glied dieses Ausdrucks 
ist, wie B x selbst, von der Gestalt des Querschnitts allerdings 
bedingt; aber eben deswegen enthält es nur Terrae, welche von 
der Ordnung der Querdimensionen sind, mit der ersten Potenz 
der Länge multiplicirt. Aber wenn nur, wie es im Allgemeinen 
der Fall sein wird, die Querdimensionen klein sind gegen die 
Länge des Stabes, so ist dies Glied unbedeutend gegen das erste, 
weiches man in der gewöhnlichen Theorie allein erhält. 

Die Formeln für die Torsion vereinfachen sich ebenfalls ein 
wenig. Denn da B sowohl für x als für y ungerade ist, so 
sind seine Differentialquotienten noch immer ungerade für eine 

dieser Veränderlichen. Es verschwinden also-r-^, - 7 - $ , wenn £=°> 

ex dy 

y = 0: und man erhält aus (75 b ) folgende Formeln, in denen 

für b der Werth (87) einzuführen ist: 



(90) 



v = — b.zx; t t . = — 



£b / BBA 



23 



W= b a B o> '33 =°- 



- 



*(! + **) V 9y) 



Es wird dadurch an den früheren Betrachtungen nichts ver- 
ändert, als dass die durch die Torsion nicht verschobene Faser 
hier mit der Schwerpunktsfaser zusammenfällt. 



I 
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§ 3L Bestimmung der Function Sl für einen elliptischen 

Querschnitt. 

Im Vorigen blieb noch immer die "Bestimmung gewisser 
Functionen übrig, welche für jede Querschnittsform besonders 
ausgeführt werden muss. Ich werde für eine einfache Form die 
Bestimmung vollends ausführen. Betrachten wir den Fall, wo 
die Peripherie des Querschnitts durch eine Ellipse gebildet ist, 
in welchem dann die Symmetrie in Bezug auf zwei gegen einander 
senkrechte Axen in der That stattfindet. Die Functionen 2? , B x , B 2 
sind in diesem Falle sehr leicht bestimmt. Bemerken wir näm- 
lich, dass die Differentialgleichung 

da* "*" dy* ~ ' 

welcher jene Functionen sämmtiich genügen müssen, befriedigt 
.wird, wenn man darin g> durch die Summe einer beliebigen 
Function von x + y j/ — 1 und einer beliebigen Function von 
x — y }/ — 1 ersetzt : 



9 = r (* + y V - 1) + * (* — y V — i). 

was durch Differentiation sofort bewiesen wird. 

So genügen z. B. jener Differentialgleichung Summe und 
Differenz gleich hoher Potenzen von x + y]/ — 1 und x — y j/— 1, 
mit beliebigen Constanten multipiicirt ; wenn man diese Summen 
und Differenzen für die nullte, erste, zweite etc. Potenz bildet, 
jedesmal mit einer willkürlichen Constanten multipiicirt, und end- 
lich alle so gefundene Lösungen addirt, so findet man folgenden 
Ausdruck, der wieder durch wirklich ausgeführte Differentiation 
ohne Mühe verificirt werden kann: 

<p = a + ct i x + ß t y + a z (x* — y*) + ß t x y 

+ a 3 {x* - 3 x y*) + ß 3 (y 3 — 3 y x*) + . .. 

Man wird sehen, dass jede der Functionen B , B it B t in 
dieser Form enthalten ist. 

Sei die Ellipse, welche den Querschnitt begreuzt, darge- 
stellt durch die Gleichung 

m« + n' 
so dass m und n die Axen der Ellipse werden. Differenzirt man 



(91) • j 
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diese Gleichung, so erhalt man für die Tangente des Winkels, 
den die geometrische Tangente der Curve gegen die Xkxe bildet, 

x 

■ dy m* 

dx y 

und da p sich von diesem Winkel um nur 90° unterscheidet, so 
findet sich für den Winkel der Normale gegen die -IfAxe: 

y_ 

dx n* 

ig p = — — = 



dy x 

oder 



tn 



sinp : coso == -=■ : — =• 

n m » 

Die Grenzbedingungen (70), welche in der Peripherie zu er- 
füllen sind, gehen hierdurch in die folgenden über: 

x_dB. L dB ± _ n_ JA 

m 2 dx ~*~ n 2 dy ~ y W m 2 ) 

*_ dB, y dB, _ tix*+(2-p)y*x xjf_ 

m 2 dx ~*~ n 2 dy ~ • 2 m 2 ^ ^ ~*~ } n 2 

m 2 dx ^ n* dy ~^^ } m* ^ " 2n 8 

Man erkennt nun leicht, dass diesen drei Gleichungen ge- 
nügt wird, wenn man in Uebereinstimmung mit der Formel 
(91) setzt: 

B o — ßt x y 

B { =3 or, x + ce 3 (x* — 3 .r y 2 ) 

b % = ßt y + ß 3 (y> - s y **). 

Hierdurch geht die Bedingungsgleichung für B sofort über in : 



ßt = 



2 2 

m — n 



m 2 + n 2 

Die Gleichungen für B lf B 2 modificirt man zweckmässig da- 
durch, dass man nach Ausführung der Differentiation die Glieder 

Xr U 

erster Dimension mit—, + -=, was in der Peripherie l ist, 

mr rr 

multiplicirt. Dadurch erhält man die für x und y homogenen 

Gleichungen: 
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M*'(5 + ö +3ft > ( *'-f]- 6 ^ 



= ** + ^' ) " + <> + *>¥ 

= 51? + (f* + 2 ) "^r ' 

«I wenn man hierin die Coefficienten gleicher Potenzen auf 
Lden Seiten einander gleich setzt, erhält man folgende Glei- 
ungen zur Bestimmung von <*,, a 3 , ß l9 ß r 

. + 3«, = ^; 4h-»«. (A +-*) = 2 -f4 +-/ 
* 2 rrr nr d \m z tt/ 2 m* fr 

t T6p 3 — 2 , m%nZ ö Pz\ n t + m *J — 2 ii» + m 2 

Aus denselben ergeben sich die Werthe: 

_ m 2 [2 m 2 (1 + ft) + n 2 ] __ m 2 (4 + |u) + n 2 ( 2 — p) • 

* > ~ 3 m 2 + w 2 »' «a — — ' 6 ( 3 m 2 + n 2) 

R _ w l[ 2w l(L+_f* 2 )±^!]. Ä _ n 2 (4+^)+m 2 (2- f t) 
K| 3 n 2 + m 2 ' P * — 6 (3 n 2 + m 2 ) 

1 dass endlich die Functionen B , B x , B 2 folgende Ausdrucke 
^halten: 

f — m * — n * 
u ~~m 2 +n 2 X y 

m 2 [2m 2 (1 + p) + n 8 ] *— [m 2 (4 + p) + n 2 (2— p)] t" Zy%x 



r_ : c 

I — 



3 m* + /i 2 

*/ 3 — 3x 2 y 



n 2 [2H 2 (! +|u) + m 2 ] y_[> 2 (4 + p) + m 2 (2 — p)] 







3 n 2 + m 2 

Die zweite dieser Gleichungen giebt: 

/dB\ _ m 2 [2 m 2 ( 1 + fi) + n 2 ] 
\&r/o — " 3m 2_ + n 2 

oe Formel, welche zur Bestätigung der oben ausgesprochenen 
Häuptling dient, dass diese Grösse im Allgemeinen sehr klein 
igen /* ist, und auf den Pfeil der Biegung nur unbedeutenden 
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Eirifluss hat. Die Fläche, in welche die Querschnitte nach der 
Biegung übergehen, wird 

z = z + w, 

oder, wenn man den Werth der Function rv aus (89) entnimmt, 
Tür den Fall, wo die Biegung durch eine am Schwerpunkt der 
Endfläche wirkende Kraft A hervorgerufen wird: 

j , Ä \ 1^4. *" ™*(* + t*)+n*(2 — fi) | V 

Z = * T « — 7* \ lXZ~f" — — — 9 — = '[X 6X y i), I 

^EqV\ 2 18w 2 + 6n 2 v I | 

eine Fläche der dritten Ordnung, welche gegen die BiegiiDgsebene 
symmetrisch ist, und von den Ebenen, welche der Längsaxe pa- 
rallel und zur Biegungsebene senkrecht sind {x = Gonsl.) in Pa- 
rabeln geschnitten wird, da für x = Const. die obige Glei- 
chung z nur in der ersten, y in der zweiten Potenz enthält. 

Von der Berechnung der Grössen x, l wird später beson- 
ders zu handeln sein. Ich bemerke, dass hier 

m n 

l = — , x = — 
2 2 

Auf den Fall der Torsion ist es nöthig genauer einzuge- 
hen. Da 



m 2 — n 2 



B ü = — — = xy 

ü m + n* y 



so wird 



/•/ dB Q dB \ J m 2 — n 2 /•/,"„ 

oder nach den früher eingeführten Bezeichnungen 



m 2 — n 2 



(A 2 -x 2 ), 



m 2 + n 2 
und endlich wegen der hier einzuführenden Werthe von i, *! 

— (^ 2 — n 2 ) 2 
~ 4 (m 2 + n 2 )' 

In Folge dessen giebt die Gleichung (87): 

__ 2(1 +^)( m * + r< »)C 

— " " m 2 n 2 

und aus (90) entspringt dann für Verschiebungen und Spannungen 
das System: 



(92). 
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2 (1 + a) C m % + n 2 2 (f y 

U = - ' r/ ' ZU ' t » - 

2 C * 



Eq 


c 


w 2 n 2 
m* + n 2 


Eq 


C 


m 2 w 2 
m 2 — w 2 



# — - — s s Z OC , t 9 ~ 9 

tnr q 



^ w + n 

Der Winkel, um welchen die freie Endfläche gegen ihre 
ursprüngliche Lage gedreht erscheint, wird [vergl. § (27)] : 

_ 2 (1 + fi) C l m % + n 2 

a _ ö l — - ^ • m%n% , 

oder es ist das dem Winkel a entsprechende Drehuugsmoinent : 

rt E et m % n 2 q 

= _ 2 (I + f*) ' 7 * m 2 + n*' 

Bemerk enswerth ist hiebei der letzte Factor, welcher von 
dem in der gewöhnlichen Theorie üblichen Factor 

m 2 + n* 
2 

abweicht. Der Unterschied zwischen beiden ist nicht bedeutend, 
wenn die Axen der Ellipse wenig verschieden sind, und ver- 
schwindet gänzlich für den Kreis. Dies wird erklärlich, wenn 
man bedenkt, dass die gewöhnliche Theorie zunächst nur für den 
Kreis entwickelt, und dann auf andre Querschnittsformen über- 
tragen wird, so dass dieselbe in der That nur für Formen, wei- 
che vom Kreise wenig abweichen, auf Genauigkeit Anspruch 
machen kann. 

Die Gleichung für die verschobenen Querschnitte wird: 



, , , 2 (1 + p) CT nt — n*,, 

*=* + »=*+. — E - i?qn?« y- 

Für den Kreis, wo m= n, bleibt also z' = z, und dem- 
nach der Querschnitt eben. Im Allgemeinen stellt aber obige 
Gleichung eine Fläche zweiter Ordnung dar. Sie geht in die 
Gleichung einer Ebene über, wenn man x odery' constant setzt, 
d. h. sie wird von Ebenen, welche der XZ Ebene oder der 
FZ Ebene parallel gehen, in geraden Linien geschnitten. Die 
Fläche ist demnach ein hyperbolisches Paraboloid, bei welchem 
eine Schaar von Erzeugenden der XZ Ebene , die andre der 
YZ Ebene parallel ist. 
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:l 



§ 32. Hohlcylinder. 

Wenn der betrachtete Gvlinder einen Hohlraum hat, in des- 
seil Inneres die Srhw erpunk tslinie hineinfällt, so kann man dessen 
ungeachtet der in den §§ 22 — 27 entwickelten Formeln mit 
ganz geringen Modifikationen sich bedienen. Zwar die Constan- 
tenhestimmung, welche im Vorigen angewandt wurde, verliert 
insofern zum Theil ihre Deutung, als natürlich von einer Fest- 
legung der dem Schwerpunkte benachbarten Elemente hier nicht 
die Rede sein kann. Aber man kann jener ConstantenbestimmuDg 
noch eine andere Deutung beilegen. Die Ausdrücke (72) für 
i/, ?\ rv haben die Eigenschaft, dass für y = 0, z =0 die Grösse 
v, für .r = o, 2 = die Grösse u verschwindet. Dies heisst 
also, dass in dem äussersten Querschnitt die Punkte 
jeder Hauptaxe genothigt sind, sich nur in der durch 
diese Hauptaxe und die Längsaxe gelegten Ebene zu 
verschieben. Diese Bestimmung ist äquivalent damit , dass die 
konstanten « , a\ a (vergl. § 24 am Ende) verschwinden. Die 
konstanten c, //, b" aber kann man dann bestehen lassen und 
etwa die Forderung hinzufügen , dass irgend drei in jenen Haupt- 
axen gelegene Punkte in ihrem ursprünglichen Querschnitte blei- 
ben sollen, so dass für diese .dann auch w verschwindet. Dies 
heisst nach den Gleichungen (65), man bestimmt c, b\ b" durch 
die anderen Constanten mit Hülfe der Gleichungen: 

Sl(^o) - y % + c - b" y = 
oder 

& (y=0) — oc* + c — b' x = 0, 

deren eine oder die andre für drei Punkte der Hauptaxen er- 
füllt sein soll. Es ändert sich dadurch weiter nichts, als dass 

die im Vorigen durch (— J , K- J bezeichneten Constanten 

andre Werthe annehmen, und dass zu w die Conslante c tritt; 
die Spannungen aber und die ganze Discussion bleiben völlig 
unverändert. 
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§ 33. Allgemeine Hülfemittel zur Bestimmung der Functionen 

-#o> B\> &%• 

Ich werde als Beispiel den Fall behandeln, wo die Begrenzung 
des Querschnitts durch zwei Ellipsen jnit gemeinsamen Brenn- 
punkten gebildet wird. Obgleich dieser Fall unter denen, wo die 
Begrenzung vom Kreise abweicht, der einfachste ist, so erfordert 
er doch einige Vorbereitungen, und giebt Gelegenheit, die Hülfs- 
mittel zu entwickeln, durch welche in einigen Fällen die Be- 
stimmung der Functionen B , B it B 2 gelingt. Ich schicke daher 
die folgenden allgemeinen Betrachtungen voraus. 

Zunächst bemerke ich, dass die linken Theile der Gleichungen 
(70), welche die Grenzbedinguugcn für die Functionen B etc. ent- 
halten, einer einfachen Interpretation fähig sind. Gehen wir näm- 
lich von einem Punkte der Peripherie in der Richtung der Normale 
um eine sehr kleine Strecke e vorwärts, und untersuchen die Ver- 
änderung, welche die Function B (oder eine der andern, für 
welche B beispielsweise gewählt ist) erleidet, wenn wir ihren 
Werth auf der Peripherie mit dem Werthe vergleichen, welchen 
sie im Endpunkte jener kleinen Strecke annimmt. Bei dem Fort- 
schreiten um s in der Richtung, welche den Winkel p gegen die 
-TAxe bildet, wächst x um s cosp, y um e sinjo. Am Ende 
der Strecke s also erhält man den entsprechenden Werth der 
Function, wenn man in dieser x durch x + s cosp, y durch 
y + e sinj» ersetzt. Entwickelt man nach dem Taylorsehen 
Satz, und vernachlässigt die höhern Potenzen von f, so wird der 
neue Werth der Function: 

B ° + s w cos p + -w sm *)- 

oder endlich, es wird der Zuwachs der Function, dividirt durch 
die kleine Strecke, eine Grösse, welche der Differentialquo- 
tient nach der Normale heissen mag, und demgemäss durch 

-7r-£ ausgedruckt sein soll: 

dv 

m £-£-, + £*.. 

Dies ist die einfache Deutung des linken Theiles jener Glei- 
chungen, durch welche dieselben in folgende übergehen: 

Clebsch, Theorie elast. Körper. § 
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(dB 

= x smp — y cosp 



(93) 



du 

dB, fix 2 + (2 — ^) y» , , , . . n 



dv 
dft* M* + (* - fO ** 



sinp + (f* + 2) a:y cosp- 



dv % 2 

Denken wir uns nun die Punkte des Querschnitts nickt durcti 
rechtwinklige Coordinaten bestimmt, sondern dadurch, dass ma* 1 
zwei Schaarcn von Curven in der Ebene zieht, dergestalt, da^s 
durch jeden Punkt der Ebene eine Curve der einen Schaar und 
eine Curve der andern Schaar hindurchgeht. Man kann (lau* 1 
jeden Punkt dadurch bestimmen, dass man die beiden Schaarei? 
angehörigen Curven bezeichnet, welche sich in jenem Punkte durcli - 
schneiden. Diese Sehaaren von Curven seien dargestellt durcfr 
die Gleichungen 
(94) (f(x f y) = * 

so dass man die Gleichungen aller Curven der einen Schaar aus 
der ersten Gleichung erhält, wenn man der Consta nten a alle 
möglichen Werlhe beilegt, alle Curven der zweiten Schaar aber 
aus der zweiten Gleichung, wenn der Grösse ß alle möglichen con- 
stanten Werthe zuertheilt werden. Man kann sich dann auch des 
Ausdrucks bedienen, et und ß seien neue Veränderliche, durcli 
welche die Punkte der Ebene bestimmt werden, und welche mit den 
ursprünglichen Veränderlichen #, y durch die Gleichungen (94) 
verbunden sind. 

Nehmen wir an, die beiden Sehaaren seien so gewählt, dass 
die Curven, welche nicht derselben Schaar angehören, sich überall 
rechtwinklig schneiden. Gehen wir dann von einem Punkte oc, y 
in der Curve der einen Schaar vorwärts, und bezeichnen durcli 
dx, dy die Veränderungen, welche die Coordinaten dann er-* 
leiden, so ist 

f[x) dx +'f'{y) dy = 0, 
wofür man auch schreiben kann 

Yx dX + Ty * = °- 

Geht man hingegen in der Curve der andern Schaar vor- 
wärts, und ändern sich die Coordinaten um dx\ dy, so hat man 
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dF . , , dF . , 

- dx + - dy = 0, 

oder, was dasselbe ist 

dß . , , dß , , 

to dX + Yy dy = °- 

Sollen nun die Curven sich überall rechtwinklig durchschnei- 
den, so muss an jeder Stelle sein; 

dy dx' 

dx dy" 

oder 1 , wenn man die Werthe dieser Verhältnisse den obigen Glei- 
chungen entnimmt, und die entstehende Gleichung ordnet, es 
muss für alle Werthe von x und y die Gleichung bestehen: 

(95) ....... * ■ f + * . f = o. 

dx dx dy dy 

Ich werde endlich diese Schaaren »so gewählt denken , dass 
eine Curve der ersten Schaar, diejenige für welche a den Werth 
Null annimmt, mit der Begrenzungscurve des Querschnitts zusam- 
menfalle. Geht man dann von der Peripherie in der Richtung 
der Normale vorwärts, so bleibt man auf einer Curve der zweiten 
Schaar, es ändert sich also nur a, nicht aber ß, der Differential- 
quotient nach der Normale fällt mit dem Differentialquotienten nach 
« zusammen, oder unterscheidet sich von demselben nur durch 
einen Factor. 

Untersuchen wir aber zunächst, weiche Form die allgemeinen 
Bestimmungsgleichungen (69) annehmen, von denen ich die eine: 

k d*B ■ d*B = o 

dx 2 dy % 

beispielshalber hervorhebe. 

Sieht man darin B als eine Function von a und ß an, so 
gewinnt man für die Differentialquotienten nach x und y die 
Ausdrücke: 



(96) 



[dB, _ dB, 

dx da 


da 

■ 

dx 


+ 


dB, 

dß 


dß 

• 

dx 


\d_B, = dB, 

\ dy da 


da 

dy 


+ 


dB, 

dß 


dß 

• • 

dy 



8* 
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Multiplicirt man aber diese Gleichungen mit — , — und 

dx dy 

dB dB 
addirt, oder mit -£- , ~ und addirt, so kommt wegen (95): 



(97) 



I 



WO 



(98) 



dx dy 

d J?° . — 4- dB ° doc — ._*_ dB * 

dx dx dy dy A da 

dx ' dx ~*~ dy ' dy B dß f 



A \dx) ^ \dy) 

J_ _ ( d l\* 4. ( d l\ 
B ~ \dx) "*" \dy) 



gesetzt worden ist. 

Vergleicht man nun die Gleichungen (97), welche von der 
Natur der Function B ganz unabhängig sein müssen, mit deu Glei- 
chungen, welche sich aus den bekannten Regeln der Differen- 
tiation ergeben: 







dB„ _ 

da • 


dB dx 

dx da ~*~ 


dB, 

dy 


dy 

du 






dB, 

dß - 


dB Q dx 

dx dß + 


dB 

dy 


dy 

dß' 


so folgt 


durch 


Gleichsetzung entsprechende! 


• Coefficienten: 


(99) . . 




/dx 
\da~ ~ 

j dx 

[dß - 


da_ dy _ 
dx da 

B w t vy = 

dx dß 


= A 
= B 


da 

dy 
dy' 



aus welchen sich auch, wenn die Quadrate der in gleicher Hori- 
zontale stehenden Gleichungen addirt werden, mit Rücksicht auf 
(98) die neuen Ausdrücke für A, B ergeben: 

(100) ' W W 



C*)' + ©' - *' 



aus welchen ferner mit Rücksicht auf (95) sich die Beziehung 
ergiebt : 



Inzwischen erhält man für die linke Seite der gegebenen 
Gleichung nach den Regeln der Differentiation, wenn man B 
durch a und ß ausgedruckt denkt: 

?!*.,!!*._**. UdaV /d*\ 2 > <?%> Udjy (djvi 

da* "*" dy 2 ~ da 2 \dx) "*" V%/ » "*" a/3 2 <\&r/ "*" W > 
"*" 0a a/3 <dx dx dy dy) 

dB. (^.fo\.^(W.P]!\ 

"*" da \dx "*" dy 2 ) "t" dß \dx 2 ^ dy 2 ) 

Von den in dieser Gleichung auftretenden Coefficienten ist der 

erste gleich — -, der zweite — -, der dritte Null, nur die beiden 

A B 

letzten sind noch zu berechnen. Hierzu führt leicht die Be- 
merkung, dass die linke Seite dieser Gleichung verschwindet, wenn 
man darin B = x, oder B = y setzt; dies zu thun ist immer 
erlaubt, da diese Gleichung noch für jede beliebige Function iden- 
tisch erfüllt werden muss. Und so erhält man folgende beide 
Gleichungen : 

~ A du 2 "*" B dp 

d_x (d^a dhc\ dx (d*ß d*ß\ 

+ da \da* + dy 2 ) + dß \dx 2 + dy 2 ) 



da 



o = _L *M 4. _L d *y 

dy(<U 0VV dy (d*ß djß\ 

da W dy*) dß \dx* + ZyV 



dx 
Multiplicirt man die erste derselben mit ^- , die zweite 

mit Ji und addirt , oder multiplicirt man die erste mit 

dß 

()x du 

r-ä, die zweite mit ^ und addirt abermals, so erhält man zwei 

dß dß 

Gleichungen, aus denen wegen (95) jedesmal eine der gesuchten 
Grössen verschwunden ist: 
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u 



A \da 2 da da 2 da) 

(d 2 a 



, i (d*x dx , d*y dy 

+ ~B \d? da + dj? di 

+ d -°) 

+ dy 1 ) 



) 



K-».- 



w 



^ W a/s a« 1 0/»/ ß W a/5 a/5* dß) 



+»© 



+ 



aW' 



Differenzirt man indess die Gleichungen (98), (99) nach a t*^ 
ß, so erhält man: 



#*# dx d 2 y dy 
da* da da 2 da 
d 2 x dx d % y dy 
dß 2 dß + dß 2 dß 

d*x dx d*y dy /dx 

da 2 dß + dä 2 dß = ~ \*Z 

d*x dx d 2 y dy 

dß* da'*' dß* d 



= i 



i 

2 



dA 

da 
dB 
dß 



d 2 x dy d % y 



+ 



da da dß 



)- 



\da dadß 

y /dx d 2 x dy d*y \ 

a~ ~ \d~ß da~dß + dß da~dß) ~ 



> d 4 

0<* 



2 



dß dadß ' dß dadß, 

und hiernach gewinnt man aus den obigen Gleichungen folgen ^ e 
Werthe der gesuchten Coefficienten : 



dx* 

Pß 

dx 2 



+ 
+ 



d*a 

dp 

<?ß 



— _L (L — 

~ 2A \B da 

= -(- 

2ß \A 



A da) 



dA 

dß 



1 d l 
B dß 



)■ 



Führt man dies in den oben gefundenen transformirten Au»' 
druck des linken Theiles der Gleichung für B ein, so nimmt 
derselbe folgenden Ausdruck an; 



(102) 



dx* 



+ *«. 



A da* 



+ - 1 - (- ^ - 

T 2A \B da 

+ L (L d A _ 

T '2tf \A dß 

= -4= \l h/1 

i/ab *a« \r a 



4. L d l B o 

"■" b dß 2 
a^ fl 

da 



i dj\ 

~A da) 
1 dB\ dB» 

B dß) dß 



dB, 
da 



) 



+ 



d_ 
dß 



(Vi f )i- 



Man kann das Resultat dieser, in vielen Fällen mit grossem 
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Nutzen angewandten Transformationen in folgendem Theorem 
l aussprechen: 

i 

( Sind a, ß zwei Functionen von x, y, welche Con- 

stanten gleich gesetzt, Curven darstellen, die 
einander immer rechtwinklig schneiden, ist 
ferner 

so kann man die Gleichung 

?£• 4. **: - o • 

wenn darin et, ß als Veränderliche stall x, y ein- 
geführt werden, durch folgende ersetzen: 

Zur Bildung dieser Gleichung ist in den Gleichungen des 
"Torems alles Nothwendige angegeben, sobald man sich die Aus- 
docke von x und y durch die neuen Veränderlichen cc, ß als 
" e feannt vorstellt. Die Rechnung wird noch erleichtert, wenn 
"tan sich des Ausdrucks für das Linienelement ds bedient, welches 
lI * irgend einer Richtung in der Ebene gezogen wird. Mau hat 
°Oeobar ursprünglich 

ds 2 = dx 2 + dy 2 ; 

dann aber, wenn man die Ausdrucke von dx und dy durch dec 
und dß, nämlich die Werthe 

3x dx 

dx = - da + Fß dß 

« = I da + % * 

in diesen Ausdruck einfuhrt, sieht man dass der Coefficient von 
da dß der Gleichung (101) wegen verschwindet, und mit Ruck- 
siebt auf die in (100) gegebene Definition von A und B erhält man: 

(104) ds 2 = Ada 2 + Bdß 2 . 
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Es sind also A. B die Coeffieienten t#b 4**, 4? in 
dem Ausdrucke, welchen das Quadrat des Linien- 
elements annimmt. 
Im Frühem war bereits bemerkt worden, dass wenn aan 
von der Peripherie des Querschnitts in normaler Richtung fort- 
geht, nur a sich ändert, während dß Terschwindet. Die oben 
durch € bezeichnete Strecke, um welche man in dieser Richtung 
fortschreitet, wird dann also 

dt = da Y~Ä t 
uud demnach hat man 
/1/t , dB. 1 dB. dB , dB % . 

Setzt man für — — den ihm gleichen Ausdruck 

da 

dB dB 9 dx dB dy 

da dx da dy da 

so giebt die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem Vorigen die 
Werthe von cosp und sinp, ausgedruckt durch die neuen Ver- 
änderlichen : 

/m*\ \ dx . 1 dy 

(106) .... cos/? = — — - , smp = —=r — . 

Diese Gleichungen, mit (105) zusammen, genügen vollständig, 
auch die Grenzbedingungen für die Functionen ß , B l9 B t zu 
bilen. 



§ 34. Anwendung der allgemeinen Transformation auf 

elliptische Begrenzung. 

In dem Fall, wo die Begrenzung aus einer Ellipse besteht, 
ist es sehr leicht Curvensysteme zu finden, welche sich überall 
rechtwinklig schneiden, und für welche die Begrenzung des Quer- 
Schnitts Glied einer Curvenschaar wird. Man gelangt zu solchen 
Systemen durch die Betrachtung von Kegelschnitten, welche ge- 
meinsame Brennpunkte haben. Legen wir durch irgend einen 
Punkt eine Ellipse und eine Hyperbel, welche die Brennpunkte 
der gegebenen Ellipse zu Brennpunkten haben, so bilden bekannt- 
lich die Tangenten beider Curven gleiche Winkel mit den näm- 
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•liehen beiden Geraden, den nach den Brennpunkten gezogenen 
Strahlen. Beide Curven müssen sich daher senkrecht durch- 
schneiden, und wenn man daher alle nur möglichen Ellipsen und 
. 'Hyperbeln zieht, welche die nämlichen Brennpunkte haben, so 
Ifcilden dieselben zwei Schaaren von Curven, welche allen oben 
geforderten Bedingungen entsprechen. 

Alle Gleichungen solcher Kegelschnitte sind aber in der 
lormel enthalten 

2 v 2 

(107) * + -^—- -1 = 0. 

mr + t rr + t 

Diese Gleichung stellt in der That Kegelschnitte vor, deren Axen 

j/m* + t, ]/n* + t sind, und bei denen also die Entfernung 
eines Brennpunktes vom gemeinsamen Mittelpunkte den gemein- 
samen Werthe j/m 2 — n 2 annimmt. Lassen wir in der Gleichung 
(107) t alle Werthe von — n 2 bis + oo annehmen (m 2 > n 2 
vorausgesetzt), so erhalten wir immer Ellipsen ; Hyperbeln hingegen, 
wenn t zwischen — n 2 und — m 2 variirt. Sehen wir in (107) 
x und y als gegeben an, so wird die Gleichung quadratisch zur 
Bestimmung von *, und indem man sie auflöst, erhält man die 
Werthe von t für die bestimmte Ellipse und Hyperbel, welche 
durch den Punkt x, y gehen. Man sieht auch leicht, dass wirk- 
lich zwei solche Curven existiren. Denkt man sich nämlich t in 
dem Intervalle — m 2 bis — n 2 wenig von — m 2 entfernt, so über- 
wiegt in der Gleichung (107) das erste Glied, und dies, somit auch 
der ganze Ausdruck links ist positiv ; nähert sich hingegen t dem 
Werth — n 2 , so überwiegt das zweite Glied, und ist negativ; 
somit wird dann auch die ganze linke Seite der Gleichung nega- 
tiv. Zwischen beiden Werthen muss sich daher ein Werth von 
t befinden, für welchen der linke Theil gerade Null wird, d. h. 
eine Wurzel der Gleichung, und es giebt also immer eine durch 
den Punkt gehende Hyperbel. Liegt ferner t in dem Intervall 
— n 2 bis -|- oo nahe an — n 2 , so überwiegt abermals das zweite 
Glied, ist aber diesmal positiv und giebt also auch der ganzen 
linken Seite dasselbe Zeichen, nähert sich hingegen t dem Werthe 
+ oo, so werden beide erste Glieder nahezu Null, und das dritte 
Glied überwiegt, welches negativ ist. Daher muss die linke Seite 
der Gleichung für einen zwischen t == — n 2 und t = oo gelegenen 
Werth von t durch Null gegangen sein; es giebt also auch in 
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diesem Intervall eine Wurzel der Gleichung und eine ihr ent- 
sprechende Ellipse, welche durch den gegebeneti Punkt gehl. 

Nennen wir nun a diejenige Wurzel, welche der Ellipse,/! 
diejenige, welche der Hyperbel entspricht. Bringen wir dann den 
ganzen Ausdruck auf der linken Seite der Gleichung (107) auf 
gleichen Nenner, wobei der Coefficient von t* im Zähler gleich— 1 
wird, 30 kann der Zähler, welcher ausserdem für t=a und t—ß 
verschwinden muss, nur noch gleich — (l — a) (t — ß) sein, und 
man hat daher die für t identische Gleichung: 



x 



,2 



m 2 + t 



+ 



_]f . _ (t -*)(i- ß) 

n*+t (m 2 + t) (n* + I)" 



Multiplicirt man diese Gleichung mit w 2 + t und setzt dann 
/ = — m 2 , und multiplicirt ferner mit n 2 + t , umdann*= — » ! 
zu setzen, so erhält man die folgenden einfachen Ausdrücke für 
x 2 und y % durch a und ß: 

(»• + «) (m 2 + ß) 



x* = 



(108) 



ff»' 



n' 



y , = (»' + «) ("* + ß) 



w — m 

Durch Diflerentation ergiebt sich daraus, wenn man zuvor auf 
beiden Seiten die Quadratwurzel gezogen: 

fdx = — 74=^- 1 7/ m ~. T p ^ + 7/ ™,-±A dß] 



2 j/m s 



«' \V m' 



+ « 



»* + ß 



dy 



2 |/«*— m* \r n* + « ? n* + ß 



dß 



K » 



« 



sodann aber, indem man die Quadrate beider Gleichungen addirt 
und so das Quadrat des Linienelementes bildet, kommt nach 
kleinen Reductioneu: 

<*. = ÜLzzi i _ _ *? *F * ? 

4 *(m 2 + ff) (n 2 + «) (m 2 + ß) (n 2 + flV 

Hier hat man bereits die Ausdrücke A, B gefunden, welche 
zur Bildung der transformirten Differentialgleichung nothwendig 
sind; es sind die Coeffleienten von da 2 , dß 2 : 

« — ß .1 



A — 



B = 



4 



(m 2 + ff) (k 2 + «) 
1 

(m 2 + /S) (n'TD' 
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Die transformirte Differentialgleichung (103) ist also: 
•jm o — i h/ (»' +")(»' + ") -?*1 

+ - )i/ ( m * + fl fr 1 + ffi £*4 
a/j \^ („• + «) („« + „) 0£ /• 

Die Gleichung vereinfacht sich noch mehr, wenn man statt 
r Veränderlichen «, ß die beiden folgenden einführt: 



/ •* <fa 

" = J j/(m* + «) (n 8 + a) 

— n 2 

— mr 



e dß 



l/-(m*+ ß)(n*+ß)' 

— B»* 

in alsdann wird 



( da' 



da 



0) , jV + «) (» 2 + «) 



^ .=- # 



j/_( w * + „)(„* + £)• 



1 daher auch 



*V + .) («' + -) £ = £• 



/ » 



a/3 8/r 

llich aber die transformirte Differentialgleichung selbst: 
s genau wieder die ursprüngliche Form ist. 



l) ^ + ^f = o, 



35. Anwendung auf einen Hohlcylinder, dessen Querschnitt 
von zwei confocalen Ellipsen begrenzt wird. 

Diese Formeln sollen nun auf den Fall angewandt werden, 
& der Querschnitt durch zwei confocale Ellipsen: 

** + ^- = i . 



m 2 + er, n 2 + ofj 

*' .+ -X- = i 



m* + a Q n 2 + c* 
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begrenzt ist; dergestalt, dass auf allen Punkten der äusseren Pe- 
ripherie die Veränderliche a den constanten Werth a t , auf allen 
Punkten der innern den constanten Werth a annimmt. Wenn 
ich mich dabei auf die Bestimmung der Function ß beschränke, 
so geschieht dies einerseits, weil die Functionen B t , B % auf die 
Endformeln einen geringeren Einfluss haben , andrerseits wird 
man an der Bestimmung von B u die Methode hinlänglich erkennen, 
welche in ganz ähnlicher Weise auch zur Auffindung der andern 
Functionen führt. 

Untersuchen wir zunächst die Grenzbedingungen. Wenn man 

dB 

auf die Gleichungen (93) zurückgeht, in denselben -^ , cosp, sinp 

ov 

aus (105), (106), einführt, und endlich die darin vorkommenden 

Werthe von x, y aus (108) entnimmt, so geht die Grenzbedingung 

für B in die Form über: 



(112 ) d Js = i V- ( m * + W & + W 

d<* * j/(ro« + «) (» f + «)" 

Diese Gleichung rauss für a = a t und für a = a Q erfüllt sein. 
Da nun durch die Einführung dieser Werthe der Werth von ß 
in keiner Weise beschränkt wird — die Gleichung muss für jeden 
Punkt erfüllt sein, wo eine Hyperbel ß die Ellipsen a und a { 
schneidet — , so liegt die Vermuthung nahe, dass man setzen könne: 

(113) B = K ! V— (m* + ß) (»* + ß), . 

wo K eine Function von a allein ist. Alsdann geht die Gleichung 
(1J2) in die von ß völlig freie Gleichung 

(114) */ = - ' 

dcc 2 j/(m 2 + a) (n 2 + a) 

über, welche, « = cc oder a = c, gesetzt, eine blosse Beziehung 
zwischen Constanten angiebt. 

Es ist nur fraglich, ob der Ausdruck (113) auch der allge- 
meinen Gleichung gemäss sei, welche durch die Function B Q an je 
dem Punkte des Querschnitts befriedigt werden muss, und welche 
nach (109) für die Veränderlichen a, ß die folgende Gestaltan nimmt: 

o = i /?/ fo 2 + *) (*' + ») ?M 

da \r (m 1 + ß) [n 2 + ß) da f 

""" dß \V (m 2 + a) (n 2 + a) dß J " 
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Führt man nun hier versuchsweise für B den Ausdruck (113) 
sin, so zeigt sieb, dass jene Form wirklich eine mögliche Lösung 
ler vorliegenden Gleichung involvirt, denn indem ß aus der 
Gleichung ganz verschwindet, bleibt für K die Gleichung übrig, 
welche dasselbe als Function von a definirt: 

O = J/(»«T?T»'"+ «) • £ (j/(m* + «) (n» + a) • ^) - K. 

Man vereinfacht diese Gleichung, indem man die iin vorigen 
§ bereits benutzte Grösse 

.• = r * = 2 iog ^^+^ + tfr+^i 

J ]/(m* + a) (n f + «) ^m 2 — n 2 

statt o als Veränderliche einfuhrt. Denn da sonach 

da 



da' = - 



Y[nf + a ) [n 2 + a) ' 

so geht die obige Gleichung in die sehr einfache und bekannte 
Form über: 

*£ - JT-0 
da 2 K — °' 

eine Gleichung, welcher, wie man sieb leicht überzeugt, genügt 
wird durch die Annahme: 

K = Me" + Ne~~" , 

wo M, N willkürliche Constanten bedeuten. 

Bezeichnet man nun durch a t \ a ' die Werthe von a\ welche 
den Werthen a l9 a von a entsprechen, so kann man die Be- 
dingungsgleichung (114) auch in der Form darstellen: 

dK _ 
da — *' 

oder wenn man den Werth von K und die Werthe von a für 
beide Grenzcurven einsetzt: 

Me"' — Ne ""*' = \ 

Me"'° — Ne ~~ a °' = 4. 

Aus diesen Gleichungen bestimmen sich die Constanten M 
und N; und zwar wird: 
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M=i 





e 


— °0 
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— 


«1 




e 




— «o 


— 


e 


«o' 


— 


«1 






e< 




e 


t 






e 




— <*o 




e 


«,' 


— 


«1 



Setzt man dies in den Ausdruck von K, so erhält man: 

e («i — «o) __ e — ( a t ~ a J 

Fuhrt man endlich für er', er,', <* ' ihre Werthe ein: 



f/ro 2 — n 2 j/ro 2 — n 2 



^w* — n* 



so wird: 






a — a. 

e l 



V m% + a + f^* 1 + a 

/m 2 + «, + J/V + er, 
«/-«;_ //m* ~+J l + /n 2 + « t V 

und endlich, nach einigen kleinen Reductionen: 

(Ym*+a+Vtf+ix) 2 \ (Vü^^i +Kw 2 +a,) 2 +(Pi^^ +KÄ) j 

Setzt man also 



so ist allen Bedingungen der Aufgabe genügt. Man kann zu diesem 
Werthe noch eine willkürliche Constante addiren, welche aber» 
da B wie Sl nur in rv, und dort mit der willkürlichen Constant e 
c verbunden, auftritt, auch ausgelassen werden kann, ohne d* c 
Allgemeinheit zu beeinträchtigen. * 
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Bilden wir jetzt das Integral 



>-A-% ->'■£)« 



i dessen Kennlniss die Bestimmung des Torsionswinkels abhängt. 
1 den Wertb dieses Integrals zu finden, integrire ich den ersten 
eil, nachdem das Bechteck dx dy an die Stelle von dq gesetzt 
, über einen der FAxe parallelen Streifen von der Breite dx, 
ssen Endpunkte, so wie die ihnen entsprechenden Funclions- 
Tthe durch die Indices 1,0 bezeichnet sein sollen, wenn d$r 
reifen die Fläche nur einfach durchschneidet, durchschneidet 
aber die ringförmige Fläche zweimal, so mögen die Endpunkte 
s einen Theils durch u',0 die des andern durch J,l' bezeichnet 
in, so dass die Punkte J,0 stets der äussern, l',0' dem innern 
inde angehören. Für die Streifen der ersten Art giebt dann 
is Integral des ersten Gliedes von B : . 



ß 



{ x ^o)i — (* B o)o\ dx, 



id dies Integral bezieht sich dann noch auf alle Streifen, welche 
e Fläche nur einmal schneiden. Die Streifen andrer Art hin- 
gen geben 

j\(x B ) t - {x B \ + (x B ) ' - (* *<■)•( dx. 

Nehmen wir das erste und vierte Glied mit dem vorigen In- 
?ral zusammen, so kann mau schreiben: 

jx ^dxdy-^J \{xB )—{xB Q ) \ dx~j\(xB Q ) { -(xBX\ dx 

* sich das erste Integral jetzt auf die Endpunktspaare sämmt- 
her Streifen bezieht, welche sich der FAxe parallel durch die 
issere, das zweite auf sämmtliche Streifen, welche sich durch 
e innere Ellipse legen lassen. 

Sind nun ds i , ds v Elemente, in denen ein Streifen die äussere 
Hipse schneidet, p i9 p Q die Winkel ihrer nach aussen gerichteten 
ormalen gegen die Axen, sind ebenso ds{, ds ' die entsprechenden 
lemente der innern Ellipse, p t ', p ' die Winkel ihrer ins Innere 
6s Körpers gerichteten Normalen gegen die X\xe, so hat man, 
fe immer: 

dx = ds t sinp l = — ds sin/? 
dx' = ds t ' sin/?/ = — d% sin jp ', 
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und daher, wenn man die Integrale nicht mehr auf die sämmt- 1( 
liehen Streifen, sondern auf alle Bogenelemente der betreffenden 
Ellipsen ausdehnt: 

/ / x t— dx dy — Ix B sinp ds — Ix B Q sinp' ds. 

wo ds, ds* jetzt als Repräsentanten respective von %ds it ds Q und 
von ds t \ dsj gesetzt sind. 
Ganz ebenso wird 

I fy t) ° dxdy = I y B cos p ds — I y B cosp d$\ 

und also endlich: 

/ — I B (x sinp — y cos p)ds — I B (x sinp' — y cosp)ds. 

Gehen wir nun auf die Formeln (104), (106) des § 33 zurück. 
Da das Element ds einer Ellipse angehört, auf welcher a einen 
constanten Werth hat, so ist nach (104), indem da gleich Null 
wird, das ßogenelemcnt. 

ds = dß ]/B, 

* 

wo nur im ersten Integral cc t für«, im zweiten a Q für a zu setzen 
ist. Nehnen wir aus (106) die Werthe von cosp, sinp hinzu, so 
wird der erste Theil von /: 

JB, (x s.np - y cosp)ds = j B J/ *L (x^--y£}df, 

darin a = a t gesetzt; der zweite Theil nimmt dieselbe Form 
an, und es ist nur « = a zu setzen. 

Die Integrale sind über alle Werthe auszudehnen, welche? 
annehmen kann, d. h. über alle Ellipsenelemente die durch & e 
verschiedenen möglichen Hyperbeln abgeschnitten werden, to" 
zwischen schneiden schon einen einzigen Quadranten der Ellip se 
sämmtliche Hyperbeln ; ertheilt man daher der Grösse ß alle in r 
zukommenden Werthe (nach § 34 zwischen — m % und — w* b e ' 
findlich), so erhält man das Integral nur über einen Quadrant^ 
ausgedehnt, und man mnss also das Integral rechts, nachdem ntf" 
die Grenzen — w 8 , — w 2 eingeführt hat, noch mit 4 multiplicire* 1 
um alle Quadranten der Ellipse zu berücksichtigen. Führt m afl 
zugleich den Werth von B , und aus (108) und den folgend^ 11 
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Gleichungen die Werthe von x, y, A, B ein, so erhalt man end- 
lich folgendes Integral: 

— n* 

/ = 2 ((AT), - (n) /i/-(m' + ß) (« 2 + ßjdß, 

-m 2 

wo (ä"), , (K) Q die Werthe der Function K für <* = <*, und a = a Q 
bedeuten. Nun findet sich aus (115) 

und zugleich wird, wenn man 

ß = — m 2 cos*g> — n 2 sin 2 g> 
setzt : 

/j/— (m 2 + 0) (n 2 + /3) d£ — = 2 (m 2 — n 2 ) 2 /sin 2 g> cos 2 g> 

— m* o 

_ ( m t _ n «)« „ 

— 8 

so dass endlich 

Die Trägheitsmomente A 2 ?, x 2 g erhält man leicht, wenn man 
sie als die Differenzen der Trägheitsmomente voller Ellipsen be- 
trachtet. Da wie oben erwähnt wurde, für eine volle Ellipse von 

tn n 
den Axen m, n die Grössen k, x die Werthe — , — haben, so 

sind die Trägheitsmomente k*q und x 2 g: 



dcp 



n, it; 



4 ' 4 

in dem vorliegenden Fall also, wo die Axen der äussern Ellipse 

f/m* + a if j/n* -f <*,, die der innern fm* + cc , ]/n 2 + a sind, 
hat man als Differenz der entsprechenden Trägheitsmomente: 

k*q = i {/(n?+Ztf V^T^ - YW+<? V*~+^o} 
%*q = f {V(fn % +af j/rf+^ — VW+^f V*? + «o> . 
welches dann die Trägheitsmomente der Ringfigur sind. 

Nehmen wir alle3 zusammen, so drückt sich der Torsions- 
winkel q> durch das Drehungsmoment C' mittels folgender For- 
mel aus: 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 9 



<p = v = — 
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2 (1 + M Ct 



_ 8(1+^) Cl 

wo der Kurze wegen m, w, für die Aien der äussern, m , « für 
die der innern Ellipse gesetzt sind, so dass: 






§ 36. Untersuchung des Elasticitatiellipsoides. 

Es sollen jetzt die Spannungen näher untersucht werden, 
welche im Innern der bisher betrachteten Körper herrschen. Geben 
wir zu diesem Zweck auf die Untersuchungen des § 6 zurück, 
welche an das Elasticitätsellipsoid anknüpfen. Wenn wir für irgend 
einen Punkt des Körpers die Richtung und Grösse der Hauptspannun- 
gen suchen, so wird die letztere aus der cubischen Gleichung (7) be- 
stimmt, die zugehörigen Richtungen aber ergeben sich aus den For- 
meln (8). Inzwischen tritt in dem vorliegenden Falle die besondere . 
Vereinfachung auf, dass für jeden Punkt die Spannungen t lt , t i% , i n 
verschwinden. Hierdurch reducirt sich die cubische Gleichung auf: 

T> - * 83 r - (<■„ + t\J T=0. 

Dieselbe enthält, wie man sieht, den Factor T, also die Wur- 
zel T = 0, weiche den a. a. 0. eingeführten Bezeichnungen ge- 
mäss durch T'" bezeichnet sein mag. Es tritt also hier der im 
§ 9 behandelte besondere Fall ein, in welchem durch das Ver- 
schwinden einer Axe das Elasticitätsellipsoid sich auf 
eine Ellipse reducirt. Die Ebene dieser Ellipse, oder viel- 
mehr die Richtung der Normale dieser Ebene findet man aus (8), 
indem man darin den Werth T== T'" = einführt. Die zuge- 
hörigen Werthe von p, q, r seien.//", q", r" \ dann ist zunächst 

cosr = 0, 

d. h. die Normale der Ebene steht auf der ZAxe senkrecht, die 
Ebene der Ellipse geht der Axe desCylinders parallel. Da cosr"':=0, 
so ist cos?'" = sin/?'", und (//" — 90°) bezeichnet den Winkel, 
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selchen die Ebene der Ellipse gegen die XZ Ebene bildet. Die 
ibrig bleibenden Gleichungen (8) werden sonach: 

m cos*p = — r 23 
m sin*p = — r 13 
m sinp cosp = / 13 t 23 , 

Gleichungen, welche man in die eine Gleichung 

*» 



/// 



tgp = 



*'43 



zusammenfassen kann. Demnach ist auch 



tg (p'" - 90°) = *f- 



Diese Formel, welche den Winkel der Ellipsenebene gegen 
die XZ Ebene bestimmt, ist einer sehr einfachen geometrischen 
Deutung fähig, Trägt man von dem betrachteten Punkte aus die 
Kräfte t i3 , t n in ihrer eignen Richtung an, d. h. parallel der 

X und FAxe, so bildet die Resultirende j/t 2 n + t 2 i3 beider 
Kräfte den Winkel p" — 90° gegen die XAxe; die Ebene der 
Ellipse ist also durch diese Resultirende und die Richtung der 
Cylinderaxe bestimmt. 

Die beiden andern Hauptspannungen T', T" sind nun noch 
die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

■r» - < S3 t - (tj + O = o, 



so dass 



U* -i/ 2 f . L * 

o ■ r 13 T *23 



* = ? + Vh? + C + " 3S 

2 V *13 -r "%z i 4 



i/' 



*JL V t « 

9 f r i3 



T" = '^- - V * ■ + * * + ' 3 * 2 



Man bemerkt zunächst, dass diese beiden Grössen immer ent- 
gegengesetztes Zeichen haben, weil die Wurzelgrösse grösser ist 

a b der absolute Werth von — , und somit das Vorzeichen der 

2 

Wurzel immer das Zeichen der Hauptspannung bestimmt. Es 
findet sonach immer in einer Hauptrichtung ein Zug (J'), in der 
andern ein Druck (T") statt. Ist * 33 positiv, d. h. wird die be- 
frachtete Stelle in der Längsrichtung gezogen, so ist immer die 
positive Wurzel grösser, und also die grösste Hauptspannung 
ebenfalls eine Zugkraft; ist hingegen * 33 negativ, also die be- 

9* 
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trachtete Stelle in der Längsrichtung gedrückt, so ist die negative 
Wurzel die grossere, die grösste Hauptspannung wird ein Druck; 
im ersten Fall ist der Körper an der betrachteten Stelle der Gefahr 
des Zerreissens, im zweiten Fall der Gefahr des Zerdrückens 
ausgesetzt. 

Bestimmen wir jetzt die Richtungen von T' und T". Aus 
(8) fliessen, wenn T nicht Null ist, mit Hülfe der quadratischen 
Gleichung für T die Formeln: 

mcos t p=T* — Tt 3S — * J3 2 =/ 1S 2 ; mcos^cosr = / M T 
m cos 2 q = T 2 — Tt 33 — * J3 2 =^ 3 2 ; mcosr cosp = t i3 T 
m cos 2 r = T* ; m cos p cos q = 1 18 1 23 . 

Aus der ersten Gleichung folgt, da die Summe der Cosinus- 
quadrate 1 ist, 

» = f i* + *** + T\ 
und sämmtliche obigen Gleichungen werden befriedigt, wenn 
man setzt: 

cosp = 



cos# 



cosr = . 

YhS + <,.* + T* 
Diese Gleichungen bestimmen die Richtungen von T' oder 
T'\ jenachdem man darin eine oder die andere dieser Grössen 
an Stelle von T einführt. Sie sind ebenfalls einer einfachen 
geometrischen Deutung fähig. Denkt man sich neben den oben 
bereits verwendeten Kräften i i3 , t 23 auch noch die betreffende 
Spannung T, und zwar letztere in Richtung der ZAxe aufgetragen, 
und setzt diese drei Kräfte zu einer einzigen Resultirenden zu- 
sammen, so giebt die Richtung derselben die Richtung von 
T an. In der That wird die Grösse jener Resultirenden 
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m = ytj + < 23 2 + T\ 
und da t i3 , t 23 , T die Projectionen dieser Resultirenden auf die 
Coordinatenaxen ßind, so werden die Cosinus ihrer Richtung 
gegen die Axen: 
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l, nach den obigen Formeln, es bildet die Resultirende die 
kel p, q, r gegen die Aien, und bezeichnet also die Richtung 
Kraft T. 

Die beiden Spannungen 7', T" bezeichnen durch Grösse und 
ilung zugleich die Hauptaxen der Ellipse, in welche das Elasli- 
isellipsoid übergeht, wodurch die Ellipse denn vollständig be- 
im ist. Man fasst aber die obigen zu ihrer Berechnung ge- 
;nen Formeln leicht in die folgende Construction zusammen, 
;lie sich ohne Mühe beweisen laset:' 

Durch den betrachteten Punkt ziehe man drei 
Gerade den Coordinatenaxen parallel, und 
schneide auf denselben die Strecken OX = l ti , 
0Fs=t n ,0Z=t u ab, so dass diese Strecken der 
Grösse und Richtung nach die auf den Quer- 
schnitt wirkenden Spannungscomponenten re- 
präsentiren. Man setze dann aus OXund OFdie 
Resultirende OK zusammen, und beschreibe in 
der Ebene KOZvoa der r 

Mitte M der Strecke 
OZ als Mittelpunkt 
einen Kreis, welcher 
durch E geht Er 
schneidet auf der ZK le 
die Strecken OA,OB ab; 
diese Strecken stellen 
dieG rossen der Haupt - 
Spannungen dar, und zwar die nach der po- 
sitiven Richtung der Z Axe liegende Strecke 
einen Zug, die entgegengesetzt liegende einen 
Druck. In A, B ziehe man Tangenten an den 
Kreis, welche eine durch £ parallel der ZAie 
gelegte Gerade in (.' und D treffe. Es giebt 
dann OC die Richtung derjenigen Hauptspannung 
an, deren Grösse OA ist, OB die Richtung der- 
jenigen, deren Grösse OB ist. Trägt man auf 
jenen Richtungen diese Grössen auf, so bilden 
die erhaltenen Strecken der Grösse und Rich- 
tung nach die Hauptaxen der Ellipse, in welche 
das Elasticitätsellipsoid übergeht. 
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Beinerkenswerth ist der Fall, wo die Componente * 33 ver- 
schwindet, wo also an der betrachteten Stelle keine Längsspannung 
existirt. Alsdann fällt und Z mit M zusammen: die Haupt- 
spannungen, Druck und Zug werden dann gleich, und die Ellipse 
geht in einen Kreis über. Da 

< 33 = JS(a + a t x + a z y) +z(b t x + b t y), 

so liegen alle Punkte, für welche dies eintritt, auf der Fläche 
zweiter Ordnung 

(a + a t x + a t y) + z (b t x + b 2 y) = 0. 

Bemerken wir, dass diese Gleichung in die einer Ebene über- 
geht, wenn man z constant setzt; mit andern Worten: jeder 
Querschnitt (z = Const.) schneidet diese Fläche in einer Geraden, 
durch welche eben auch jene Ebene hindurchgeht. Die Fläche 
ist sonach ein hyberbolisches Paraboloid, dessen Erzeugende den 
Querschnitten parallel, oder senkrecht zur Cylinderaxe sind. Nur 
wenn Torsion allein auftritt, wo t 3i absolut Null ist, haben nicht 
Punkte einer bestimmten Fläche, sondern alle Punkte des Körpers 
jene Eigenschaft. Bei blosser Ausdehnung hingegen, wo * 3S con- 
stant wird, kommen Punkte solcher Art überhaupt nicht vor. 

§ 37. Grenzen für die Grösse der äussern Kräfte. 
Die grösste Spannung in jedem Punkte wird, wie man sieht, 

<M und /< 13 * +* 8 M-'| 



durch die Summe der absoluten Werthe von hl und y * 13 2 + t*+ 



dargestellt. Um nun die Grenzen festzustellen, innerhalb deren 
die äussern Kräfte bleiben müssen, hat man nur den grössten 
Werth festzustellen, welchen diese Summe annehmen kann, und 
dafür zu sorgen, dass dieser grösste Werth die vorgeschriebene 
Maximalspannung, welche durch T bezeichnet sein mag nicht 
überschreite. Was nun die am stärksten angegriffene Stelle be- 
trifft, so ist wenigstens das eine leicht zu übersehen, dass näm- 
lich dieselbe nur in einem der Endquerschnitte liegen kann. Dies 
folgt daraus, dass * 13 , / 23 die Coordinate z überhaupt nicht ent- 
halten, t b3 aber nur in der ersten Potenz. Längs jeder einzelnen 
Faser tritt also der grösste Werth jener Summe ein, wo * 33 seinen 
grössten Werth annimmt; indess da * 33 von der Form p + qz ist, 
kann dies nur bei dem grössten oder kleinsten Werthe von z 
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eintreten, d. h. in einem der Endquerschnitte. Die am stärksten 
angegriffene SteUe liegt daher jedenfalls in einer der Endflächen ; 
wo sie aber in. derselben liegt, hängt noch von der Function ß, 
also von der Gestalt des Querschnitts ab. 

Nur diejenigen Fälle machen eine Ausnahme, wo b t und b t 
verschwinden; dies tritt immer dann ein, wenn A und B ver- 
schwinden, wenn also die Resultirende der äussern Kräfte auf 
die freie Endfläche senkrecht wirkt. In diesem Fall, welcher noch 
Ausdehnung, Torsion und Biegung durch blosse Kräftepaare um- 
fassen kann, ergiebt sich f 33 als unabhängig von z. Es wird also 
dann jede Faser in ihrer ganzen Länge gleichförmig gespannt, 
and man kann zwar noch von einer am stärksten gespannten 
Faser, nicht aber von einer am stärksten angegriffenen Stelle 
sprechen. Die Ueberschreitung der Elasticitätsgrenze ist alsdann 
für alle Punkte der am stärksten gespannten Faser gleich wahr- 
scheinlich. 

Mit dem Umstände, dass nur t Z3 die Coordinate z enthält, 
hängt aufs genaueste zusammen, dass nur in den Ausdrücken von 
* 33 die Länge / des Stabes auftritt. Ja, nur die von der Biegung 
durch Kräfte herrührenden Theile dieser Spannung enthalten 
* die Grösse /; so tritt sie in den Formeln (89) auf, wo man sofort 
erkennt, dass bei z == der gefahrliche Querschnitt eintritt. Nun 
ist aber im Allgemeinen / sehr gross gegen die Querdimensionen, 
von denen die andern Spannungen allein abhängen. Also ist 
jedenfalls bei solcher Biegung t iS vorherrschend; bei der Aus- 
dehnung tritt es vollends allein auf. Ist also nur das Torsions- 
moment C nicht überwiegend gross, oder findet etwa Biegung 
hauptsächlich durch Kräftepaare statt, sind also die Drehungs- 
momente nicht sehr gross gegen die senkrecht gegen die Stabaxe 
wirkenden Kräfte, so überwiegt wenigstens in den äussern Fasern 
des gefahrlichen Querschnitts f 33 so bedeutend, dass man die 
Hauptspannung Jan diesen Punkten mit grosser Annäherung durch 
{33 ersetzen kann. Und alsdann ist es sehr leicht, die Lage der 
*fli stärksten angegriffenen Stelle zu bestimmen. 

Man erhält nämlich, dann aus den allgemeinen Formeln (65), 
wenn man darin nur b verschwinden lässt, die übrigen Constan- 
ten aber durch die äussern Kräfte ausdrückt : 
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(I16 , . j, _ (°-g+3)+»(J+3) 

Ich werde nur den besonderen Fall betrachten, wo die 
Kräfte A, B, C am Schwerpunkte der freien Endfläche wirken, 
ohne dass Kräftepaare hinzutreten, obgleich der allgemeine Fall ganz 
ebenso behandelt werden kann.Unter dieser Voraussetzung ist: 

ff = AI, Ä = — B Z, und 

t = — • 

q 

Die am stärksten angegriffene Stelle tritt nach dem obigen 
entweder bei z=l oder bei 2=0 ein. Aber man sieht leicht, dass 
sie in der That bei * = eintritt. Denn im Querschnitt z = l 

Q 

ist überall f 33 = — , für z = aber 



9. 



*33 



-'(t+*) 



9. 

Denkt man sich nun den Querschnitt durch die Gerade 

Ax . By 
— 4- — — — 
A» ^ x* 

in zwei Theile zerlegt, so ist zu einer Seite derselben offenbar 

Aoc Bit 

-Tg-H — =- positiv, auf der andern negativ. Auf derjenigen Seite 

also, wo das Zeichen dieser Grösse dem von C entgegengesetzt 

Q 

ist, wird der absolute Werth von *„ den Werth — übertreffen, 

und also kann die grösste Spannung bei z = l nicht eintreten. 
Um nun in dem Querschnitt z = die am stärksten gespannte 
Faser zu finden, muss man diejenigen Punkte suchen, für welche 

jiqß Bti 

-A- H j- möglichst gross ist, und die Spannungen in solchen 

Punkten vergleichen. Und dies kommt offenbar mit folgender 

Regel überein; 

Manzieheanden festgelegten Querschnitt Tangenten, 

Ax Bti 
welche der Linie T H £ = parallel sind. 
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und vergleiche die Spannungen in den Berüh- 
rungspunkten; diejenige Stelle, welche von 
diesen die grösste Spannung besitzt, ist die am 
meisten gespannte (resp. gedrückte) Stelle des 
Körpers; die in ihr herrschende Spannung gieht 
also an, wie stark der Körper in Anspruch ge- 
nommen sei. 

Auch in demjenigen Falle wird die Aufgabe verhältniss- 
mässig einfach, wenn Torsion allein auftritt. 

Dann handelt es sich nun um Aufsuchung der am stärksten 
angegriffenen Faser, d. h. um Aufsuchung des Maximums von 



2 
'23 » 



A3' + h 

wo unter dem Wurzelzeichen nur x und y vorkommen. Wenden 
wir als Beispiel etwa den oben behandelten Fall eines tordirten 
elliptischen Cylinders an. Nach den Formeln p. 111, oben, hat man 

/1 ; r 2C" 7 /lr 2 " y 2 " 

Aus der Form dieses Ausdrucks erkennt man , dass die Span- 
nung wächst, wenn man x und y zugleich in gleichem Verhält- 
niss wachsen lässt, d. h. wenn man sich vom Mittelpunkt in ge- 
rader Linie gegen die Peripherie bewegt. Die am stärksten an- 
gegriffene Faser liegt also jedenfalls auf der Peripherie. Für die 
Punkte derselben aber kann man nach einer bekannten Eigen- 
schaft der Ellipse setzen: 

x = m cosqp, z = n sin tp\ 
daher ist nur das Maximum von 

x % y % cos 2 q> sin 2 q> 

m n* m n 

zu suchen. Die Differentiation inzwischen giebt: 

cos q> . sing? = 0, 

d. h. die gesuchte Faser liegt am Endpunkte der grossen Axe 
(sinp=o) oder der kleinen Axe (cosg> = 0). Nun wird im ersten 

1 
Fall der Werth des differenzirten Ausdrucks — =, im anderen 

mr 

1 

^5 mithin am grössten im letzten Falle, da m > n vorausge- 
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setzt wurde. Die grössle Spannung findet also am Ende der klei- 
nen Axe der Ellipse statt, und sie hat daselbst den Werth 

2 dm 

9 * 

rrq 

so dass der ganze Stab gesichert ist, sobald diese Grösse die 
vorgesetzte Spannung nicht überschreitet. 

Bei der Angabe der Maximalspannung ist im Vorigen nicht 
darauf Rucksicht genommen worden , ob dieselbe positiv oder ne- 
gativ sei. In der That bringt nach den angewandten Principien 
und innerhalb der aufrecht erhaltenen Grenzen dieselbe Kraft 
dieselbe Verschiebung hervor, gleichviel ob dabei Compression 
oder Ausdehnung stattfindet. Dies ist nicht mehr der Fall, wenn 
man sich der Elasticitätsgrenze nähert oder dieselbe gar über- 
schreitet. Aber da überhaupt in Wirklichkeit diese Grenze ohne 
Gefahr bei weitem nicht erreicht werden darf, so wird auch die 
Maximalspannung, welche den Umständen nach gestattet ist, immer 
unterhalb des Gebiets liegen, innerhalb dessen ein Unterschied in der 
quantitativen Wirkung von Zugkräften und Druckkräften merkbar 
wird. Freilich kann man dann nicht mehr die sogenann- 
ten Festigkeits- oder Tragmoduln als Maass für erlaubte Span- 
nungen benützen, Zahlen, welche ausdrücklich Spannungen ent- 
sprechen, die über die erlaubten Grenzen hinaus liegen. Da 
diese Spannungen selbstverständlich nicht erreicht werden dür- 
fen, so hat man wohl gewisse erfahrungsmässige Bruchtheile 
derselben festgesetzt, und die erlaubte Maximalspannung durch 
sie ausgedrückt. Aber indem man so eine Reihe von Zahlen 
eingeführt hat, deren einige in der That mit dem wirklichen 
Sachverhalt in losem oder gar keinem Zusammenhang stehen, 
ist nur die Anzahl der noth wendigen Angaben gehäuft, denen 
man durch Anwendung einer einzigen, wesentlichen Zahl ent- 
gehen kann. Denkt man sich für jedes bestimmte Material eine 
gewisse Maximalspannung er fahr ungsmässig festgesetzt, welche ohne 
Nachtheil nicht überschritten werden darf, so ergiebt sich der 
engen Grenzen wegen, in welche die Verschiebungen ohnehin einge- 
schlossen sein müssen, dass diese Zahl für Druck und Zug nur 
dieselbe sein kann. Von dieser Anschauung ist im Vorigen Ge- 
brauch gemacht, und dieselbe wird auch im Folgenden stets fest- 
gehalten werden. 
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§ 38. Vergleichung mit der gewöhnlichen Theorie. Grund- 
lagen für weitere Anwendungen. 

Die Grundvorstellungen, von welchen man in der gewöhn- 
lichen Theorie ausgeht, wie sie in der Technik üblich ist, sind 
wesentlich andere als diejenigen, auf welche die vorliegenden Un- 
tersuchungen geführt haben. Wenn daher auch die Resultate 
grösstenteils in bemerkenswertber Uebereinstimmung sind, so 
muss es dennoch als ein wesentlicher Gewinn angesehen werden, 
wenn diese Resultate aus einer Theorie hervorgehen, welche in 
keinem ihrer Punkte gegen die Möglichkeit verstösst, welche je- 
des Problem annähernd auf eines zurückführt, das zwar mit 
dem gegebenen vielleicht nicht völlig übereinstimmt, welches 
aber dennoch in sich völlig klar ist, und keinerlei Widersprüche 
in sich trägt. 

Dies bezieht sich namentlich auf die Biegungstheorie. In 
derselben geht man von der Grundvorstellung aus, dass es er- 
laubt sei, nach der Verschiebung jeden ursprünglich ebenen Quer- 
schnitt noch als eben zu betrachten, sowie dass dieser Querschnitt 
such die gebogenen Fasern noch immer normal durchschneide. 
Die vorliegende Theorie zeigt, dass beide Voraussetzungen in 
IVirklichkeit bei weitem nicht zutreffen. Ja die unmittelbare Ueber- 
legung zeigt, dass ein solcher Zustand die Abwesenheit der Sei- 
tenspannungen t iS , t 23 nach sich ziehen würde, eine Vorstellung, 
welche mit der Existenz einer am Ende parallel dem letzten 
Querschnitte wirkenden Kraft schlechterdings nicht zu vereinigen 
ist. Aber in der Thal trägt jene Theorie den Stempel der Un- 
vollkommenheit von vorn herein an sich. Denn indem man das 
Gleichgewicht eines Stabtheils untersucht, welcher von einem 
beliebigen und dem freien Endquerschnitte begrenzt wird, erhält 
man nach jener Theorie eine Gleichung, welche die wesentliche 
Grundlage derselben bildet, und welche aussagt, dass der be- 
trachtete Theil des Körpers um den Schwerpunkt jenes beliebigen 
Querschnitts nicht gedreht wird. Aber bekanntlich sind es, selbst 
eine Symmetrie gegen die Riegungsebene vorausgesetzt , immer noch 
drei Gleichungen, welche das äussere Gleichgewicht * eines Kör- 
pers erfordert. Zwei von diesen waren von vorn herein vernach- 
lässigt. 
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Um diesem Uebelstande einigerinaasseii zu begegnen, Hess 
man die ursprüngliche Ansicht fallen , dass bei einer Biegung durch 
eine im freien Querschnitt ihm parallel wirkende Kraft die 
Schwerpunktslinie weder Ausdehnung noch Zusammenziehung er- 
fahre. Man unterschied zwischen der Schwerpunktslinie , und einer 
sogenannten neutralen Linie, welche alle diejenigen Punkte mit 
einander verband, in denen keine Spannung auftrat — keine 
Längsspannung, denn die andern Spannungen sind ohnedies für 
jene Theorie nicht vorhanden. Durch die Einführung dieser 
Linie gelang es, eine zweite jener Gleichgewichtsbedingungen zu 
befriedigen; nur eine noch blieb unerfüllt. 

Die vorliegende strenge Theorie zeigt, dass die Trennung 
der neutralen Linie von der Schwerpunktslinie unstatthaft ist. 
Man hat gesehen, dass die Punkte gleicher Längsspannung, wenn 
die angreifende Kraft einer Hauptaxe des Querschnitts parallel 
ist, hyperbolische Cylinder bilden, deren gemeinsame Asympto- 
tenebenen die Orte ohne Längsspannung enthalten. Die Ebenen 
sind die freie Endfläche und diejenige Ebene, welche durch die 
Schwerpunktslinie und die zweite Hauptaxe gelegt ist. So fällt 
die neutrale Linie, oder besser Fläche , zusammen mit der durch 
die Schwerpunktslinie gelegten Ebene, welche gegen die Bie- 
gungsebene senkrecht ist. 

Es ist sehr bemerkenswerth , dass jene ursprünglichen Glei- 
chungen, welche aus der Betrachtung der Drehungsmomente flössen, 
in der vorliegenden Theorie wiederkehren. Ich meine die Glei- 
chungen (63 a ), welche nach Einführung der Werthe (86) für 
a i> a z> b \> b 2 folgende Ausdrücke annehmen: 

E V q . S = # - Az 

dz 2 

E x* q . — = = — Ä — Bz. 

dz* 

Die rechten Theile stellen hier nichts anders dar, als die 
Drehungsmomente der gegebenen Kräfte in Bezug auf die Haupt- 
axen des Querschnitts, welcher sich in der Entfernung z von 
dem festgelegten Ende befindet. Um dies einzusehen, denke 
man sich alle X und FComponenten der gegebenen Kräfte gleich 
und zugleich entgegengesetzt im Anfangspunkte angetragen. Die 
ZComponenten haben die Summe A, die FComponenten die 
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Summe JB; und diese in den Anfangspunkt übertragenen Kräfte 
geben in Bezug auf die, den XYAxen parallel durch den Schwer- 
punkt des Querschnitts z gelegten Axen die Drehungsmomente 
— Az, + Bz. Zugleich bilden die entgegengesetzt eingeführten 
Kräfte mit den gegebenen Kräftepaare , deren Momente in Bezug 
auf jene Axen B' und Ä sind. So stellt ff — Az das Drehungs- 
moment um die der X parallele Axe dar, A + Bz das Moment um 
die der Y parallele Axe. Die letztere erscheint oben mit ent- 
gegengesetztem Zeichen. Beide Momente aber werden positiv, 
wenn man dieselben nicht in dem früher festgestellten Sinn be- 
rechnet, sondern so, dass ein Moment als positiv gilt, wenn die 
ihm entsprechende Drehung bestrebt ist, die Lage der Längsaxe 
durch 90° in die Lage einer der andern positiven Axen überzu- 
führen. 

Nennen wir die Momente, in diesem Sinn gezählt, M und N, 
so werden die obigen Gleichungen : 

dz' 



(117) 



EVq.h i = M 



\ 



M«* q .^ = N. 



d*u d*v 
In diesen Gleichungen bezeichnen ferner —^ , ^ die reci- 

proken Krümmungsradien, welche die Projectionen der gebogenen 
Faser in den beiden Biegungsebenen aufweisen. Denn streng ge- 
nommen zwar drücken sich diese Grössen aus durch: 

d*x d*y 

dz'* dz* 



/■ ♦ £)■' /• + (£)"' 



wo 



x = x + v, y = y -f v, z = z + w\ 

aber da längs jeder Faser x und y constant sind, so kann man, in- 
<fem man z als die unabhängige Veränderliche betrachtet, setzen 

du dv 

dx^ _ dz dy_ _ dz 

1z dw ' dz drv 

1 + ' dz~ + Tz 
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dw 



oder indem man — gegen 1 vernachlässigt : 

• dx du du dv , . , 

T' = : Q~ » TT- = q- ; da h er auch 

Je dz dz dz 

rfV _ aj/ tfV _ d*v 

dz* ~ dz* ' dz* ~ dz* ' 

was endlich auch die Werthe der reeiproken Krümmungshalb- 
messer angiebt , sobald man in den strengen Formeln die Quadrate 

der kleinen Grössen — T , -rr vernachlässigt. 

dz dz 

Die Gleichungen (117) sind zunächst nur für den Fall be- 
wiesen, wo constante Kräfte auf das freie Ende wirken. Es 
wird eine weitere Aufgabe der strengen Theorie sein, ähnliche 
Gleichungen für allgemeinere Fälle aufzustellen. Da dies inzwi- 
schen bisher nicht gelungen ist, so wird man einstweilen jener 
Gleichungen sich auch fortfahren zu bedienen, wenn das Innere 
des Körpers durch Kräfte ergriffen wird, oder wenn an verschie- 
denen Stellen des Körpers Einzelkräfte angreifen. Man wird sich 
aber dabei den Mangel an Strenge nicht verhehlen dürfen. In 
einem spätem Abschnitt wird sich zeigen, dass für sehr kleine 
Querschnitte dies Verfahren allerdings zulässig ist 

Aber bemerken wir zugleich, dass bei der Bildung der Glei- 
chungen (117) ausdrücklich vorausgesetzt ist, es sei das Coordi- 
natensystem der Hauptaxen zu Grunde gelegt. In der gewöhnli- 
chen Theorie bedient man sich derselben für jedes beliebige durch 
den Schwerpunkt gelegte Axensystem , indem man dasselbe s° 
einrichtet, dass nur um die eine Axe ein Drehungsmoment exte' 
tirt, während dasselbe in Bezug auf die andre verschwindet. Sehe* 1 
wir, wie dies Verfahren mit den Gleichungen (117) selbst in W*' 
derspruch geräth, und demnach unhaltbar ist. 

Denken wir uns M und N als die Momente zweier Kräfte 
paare, welche um die Axen der Y und X drehen. Nach de?* 
bekannten Sätzen über die Kräftepaare kann man diese zu einer* 
einzigen vereinigen; man trägt jedes Moment auf der Axe an, u£* 
welche es dreht (2V also , welches ursprünglich im negativen Sinim 4 
zu zählen war, nach der negativen Seite der -TAxe), und verei- 
nigt diese Linien, als wären es Kräfte, von denen die Resulti 
rende, durch Grösse und Lage, Moment und Axe des resultirende * 



Paars darstellt. Sei M dies Moment, # sein Winkel gegen die 
FAxe, so dass 

M = M cos «fr, N = M sind. 

Als Biegungsebene werde ich jetzt eine solche durch 
die Längsaxe gelegte Ebene definiren, dass die Projection jeder ge- 
gebenen Faser auf eine durch dieselbe Axe senkrecht zu jener 
gelegten Ebene geradlinig erscheint. Ist nur ein Moment N um 
die X Axe vorhanden, so ist die FZ Ebene Biegungsebene, ist 
hingegen nur ein Moment M um die FAxe da, so wird die 
XZEbene Biegungsebene. Nach der gewöhnlichen Theorie müsste 
die Biegungsebene immer parallel der Ebene des resultirenden 
Kräftepaars sein. In Wirklichkeit ist dies, ausser in jenen bei- 
den einfachsten Fällen nur dann der Fall, wenn X = x. Zugleich 
existirt aber eine solche Ebene (d. h. sind die sämmtlichen ge- 
krümmten Fasern noch in Ebenen enthalten) überhaupt nur un- 

M 
ter der Bedingung dass das Verbältniss — von z unabhängig, also 

der Winkel # constant sei; wie dies z. B. immer der Fall ist, 
wenn nur die Kräfte A, B im Schwerpunkt der Endfläche wir- 
ken. Man hat dann 

M — Ä (l~ z), N = B (l — z) 
ig # = ^, M = R (l—z), 



wo R =}/A* + B % die resultirende Zugkraft angiebt; der Win- 
kel des resultirenden Moments M gegen die FAxe ist identisch 
mit dem Winkel' der aus B, A resultirenden Kraft gegen die 
^Axe. 

Betrachten wir diesen letzten Fall genauer. Soll eine Bie- 
gungsebene existiren , und bilde dieselbe den Winkel cc gegen die 
FZEbene, so zerlege man die Verschiebungen w, v eines Punkts 
*tatt nach der -JTFAxe nach denjenigen Geraden X', T, in welchen 
die Biegungsebene und die zu ihr senkrecht durch die ZAxe 
gelegte Ebene die X FEbene durchschneiden. Die Verschiebungen 
eines Punkts nach diesen Bichtungen sind dann: 

u = u cosof + v sinof 
v = — u sin« + flcosa; 
und aus den Gleichungen 
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EX % q 



dz* 






= R cosd . (/ — *) 
= R sind . (/ — z) 



folgt: 



(118). 



E q 



E q 



dz 

0* 






cosd cos« 
cosd sin« 



sind sina 



+ 



sin d cos a 



)('-*) 
)(*-*) 



Der Definition nach müssen nun die Projectionen der gebo- 
genen Fasern auf die zur Biegungsebene senkrechte Ebene Otl 
stets gerade Linien sein, d. h. der reciproke Krümmungsradius 

rr diesen Projectionen muss verschwinden, oder es muss sein: 
dir 

(119) 



cosd sina 



sind cosa 



Denken wir uns jetzt mit den Axen A, x eine Ellipse con- 
struirt, deren Axenrichtungen mit den Hauptaxen zusammenfallen, 
und suchen den Punkt derselben, x,y, dessen Normale mit der 
Biegungsebene parallel ist, so wird: 



X 2 



<ty _ 

dx 



+ 



x 



y_ 



y - = 1 



= — ig *, 



oder, wegen der Gleichung (119): 

tyd = 



y_ 

x 



d. h. der Radius vector des Punkts fällt in die resultirende Kra^' 

Die Normale der Biegungsebene ist also parallel der i* 11 
Durchschnitt der Resultirenden mit der Ellipse gezogenen Ta* 1 ' 
gente, oder sie ist die conjugirte Richtung zu der Richtung d^ r 
Resultirenden, so dass man den Satz hat: 

Trägt man den Trägheitsradius jeder Hauptax e 
senkrecht gegen dieselbe vom Schwerpunkt aus 
an und. construirt über diesen Strecken als 
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Axen eine Ellipse, so ist die der resultirenden 
Kraft in Bezug auf dieselbe conjugirte Rich- 
tung die Normale der zugehörigen Biegungs- 
ebene. 

Man erkennt hieraus eine Reciprocität zwischen der Rich- 
tung der Resultirenden und der Normale der Biegungsebene, ver- 
möge deren man beide mit einander vertauschen kann. Aber 
rechtwinklig gegen einander können sie nur werden, und die 
Kraft demnach in der Biegungsebene nur liegen, sobald dieselbe 
mit der Richtung einer der Hauptaxen zusammenfällt. 

Aus (119) folgt 

cos O sin «fr 

cos a = — , sin a 



/cos 2 »fr sin 2 # y /cos 2 # 



sin 2 # 



x 4 



und hierdurch geht die erste Gleichung (118) über in die fol- 
gende: 

a*A\ r, Pu « /, x t/cos 2 # , sin 2 & 

Diese Gleichung giebt die Gestalt der auf die Biegungsebene 

« •• . „ ., . , . . t/cos 2 ^ . sin* & . , 
projicirten Faser. Aber, hier ist 1/ — r< 1 j — nicht mehr 

das reciproke Quadrat eines Trägheitsradius, wie die gewöhnliche 
Theorie es verlangen würde. 

Man erkennt aus Allem die Noth wendigkeit , jede Biegung 
i& zwei Biegungen zu zerlegen, deren jede durch 
Kräfte hervorgerufen wird, welche einer Hauptaxe 
Parallel sind. 

In genauem Zusammenhang hiemit steht die Aufsuchung der 
a m meisten gespannten Faser. Nach dem Vorigen tritt sie auf, 
*o f 88 seinen grössten Werth hat, indem die Seitenspannungen 
dagegen zurücktreten. Aber der Ausdruck von f 33 : 

f 38 = E (a + a t x + a 2 y) + Ez (b t x + b x y) 
fest sich nach den eben und früher angeführten Bezeichnungen 
in die Gestalt kleiden: 

(121) t - ?- - — - V — 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 20 
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so dass der grösste Werlh, den dieser Ausdruck annehmen kann, 
über die am stärksten angegriffene Faser entscheidet Ist wieder 

M — A (/ — *), N = B (/ — *), 
so war im vorigen § gezeigt, dass der gefährliche Querschnitt 
der festgelegte war, und dass die Faser der gröbsten Spannung 
gefunden wurde, wenn man an den Querschnitt eine Tangente 
legte parallel der Geraden: 

A* + ** ' 

Da nun Ä = R cos#, B = R sind gesetzt war, so giebt 
dies auch 

x cosd y sind 

~nr~ + ~~^~ — ' 

oder im Vergleich mit (119): 

x 

— = — tg ct. 

y 

Diese Gerade ist also keine andre als die Normale 
der Biegungsebene. 

Ich erinnere noch daran, dass man in der gewöhnlichen 
Theorie die Tangente der Schwerpunktslinie im festgelegten Quer- 
schnitt der ursprunglichen Längsaxe parallel annimmt. Dies ist 
hier nicht strenge der Fall, denn man erhält aus (72). 

\oz/ \dx/o \oz/o \oy/o 

Indess kann man sich über die Vernachlässigung dieser 
Grössen aus dem schon oft angeführten Grunde beruhigen, dass 
diese Grössen wieder von der Länge des Stabes unabhängig, nur 
von der Ordnung der Querdimensionen, und deswegen ge- 
gen die übrigen eintretenden Verschiebungen verhältnissraässig 
klein sind. 

Ungünstiger erscheint die ganze Theorie, sowohl die strengere 
als die angenäherte, der Torsion gegenüber. Es liegt dies in 
der Natur der Sache. Wo, wie hier, Alles von der Ordnung der 
Querdimensionen wird, kommt es offenbar viel mehr auf die ge- 
naue Bestimmung der Verschiebungen an, welche im Innern der 
Querschnitte vor sich gehen. Dass die gewöhnliche Formel für 

E 
das Torsionsmoment, welche dasselbe gleich — - geben würde, 
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raultiplicirt mit dem Drehungswinkel, dividirt durch die Länge, 
und multiplicirt mit dem Trägheitsmoment des Querschnitts in 
Bezug auf die Längsaxe — dass diese Formel strenge genommen 
nur für den Kreis ausreicht, ist oben bereits erwähnt. Man 
wird daher, wenn der Querschnitt von dieser Form wesentlich 
abweicht, wirklich auf die Aufsuchung der Function B eingehen, 
und somit die Torsion völlig der strengen Theorie überweisen 
müssen. 

Aber nicht übergehen kann ich einen Punkt, welcher die 
gewöhnliche Theorie der Torsion auf das seltsamste zu entstellen 
pflegt, ich meine die abenteuerliche Ableitung der Torsionsfor- 
mel aus der Vorstellung, dass die Fasern bei der Drehung Längs- 
spannungen erfahren, wie_ man dies in einigen Lehrbüchern fin- 
det. Untersucht man jene Ableitung genauer, so findet sich, dass 
ganz der Erfährung gemäss diese Längsspannung eine Grösse 
höherer Ordnung sei — natürlich, da es bekanntlich keiner Zug- 
kraft bedarf, um ein tordirtes Prisma unverkürzt zu erhalten. 
Aber es ist dies nicht der einzige Fall, wo der Mangel einer 
klaren Vorstellung über die verschiedenen Ordnungen sehr kleiner 
Grössen, die in der Rechnung auftreten, zu den bedenklichsten 
Irr thümern . geführt hat. Man begnügt sich nicht mit jenem ein- 
fachen und natürlichen Resultat, welches freilich auch als solches 
der Rede kaum werth sein würde; durch ein eigenthümliches 
Taschenspielerkunststück entwickelt man durch unmögliche Zer- 
legungen aus dieser unendlich kleinen Längsspannung eine Gom- 
ponente niederer Ordnung, und siehe da die Torsionsformel ist 
fertig. Wo die andere Componente bleibt, sehe sie selbst zu — 
ja, man wundert sich nicht einmal darüber, dass in der Tor- 
sionsformel statt des eigentümlichen Torsionscoefficienten 



W + rt) 



der halbe Elasticitätsmodul steht. Man ist gewohnt, 



dergleichen Kleinigkeiten eher einer Unvollkommenheit der Theorie 
^ einer Unrichtigkeit in ihrer Anwendung zuzuschreiben. Oder 
*äre etwa die Theorie in gewissen Kreisen so ungünstig ange- 
sehen, wenn diese Verwechslung nicht leider nur allzuoft vor- 
kam« ? 

Seit mehreren Jahren bin ich gewohnt die Theorie der 
Torsion in meinen Vorträgen in elementarer Weise auf ihre 
wahre Principien zurückzuführen, wie dies weiter unten an seinem 

10* 
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Ort ausgeführt werden soll. Der wahre Grund der Torsion liegt 
darin, dass die einzelnen Querschnitte einer Faser in paralleler 
Richtung gegen einander verschoben werden, wobei eine elastische 
Kraft entwickelt wird , deren Grösse nach § 3 zu bestimmen ist. 
Wenn es auch nicht immer gelingt, die strenge Theorie so weit 
zu fuhren , dass sie einfache und augenfällige Resultate darbietet, 
so wird sie wenigstens auf die wahren inneren Gründe der .Er- 
scheinungen hinweisen , und dieser Dienst ist keiner der unerheb- 
lichsten unter denen, welche sie zu leisten vermag. 

§ 39. lieber das Gleichgewicht von Platten, welche nur in 
ihrer cylindrischen Seitenflache äussern Kräften unterwor- 
fen sind. 

Man kann den in den vorigen Betrachtungen eingeschlagenen 
Weg als einen solchen bezeichnen, auf welchem an das Studium 
gewisser Gleichgewichtszustande die Aufsuchung derjenigen Pro- 
bleme geknöpft wurde, welche auf dieselben möglicherweise 
fuhren können. Wurde nun im Vorigen, bei einem cylindrischen 
Körper von überwiegender Längsdimension als allgemeines Merk- 
mal jener Gleichgewichtszustände die Abwesenheit seitlicher Druck- 
kräfte hervorgehoben, so kann man analoge Betrachtungen den 
obigen gegenüber stellen, in welchen Platten behandelt werden, 
cylindrische Körper mit vorwaltenden Querdimensionen, und es 
kann die Abwesenheit jeder Spannung in der zur Platte senk- 
rechten Richtung als charakteristisch für die zu untersuchenden 
Zustände aufgestellt werden. 

Denken wir uns eine cylindrische Platte, deren Dicke nicht 
sehr klein sein soll, und welche lediglich durch Kräfte ergriffen 
wird, die auf die cylindrische Seitenfläche der Platte wirken. 
Es sei wieder die ZAxe senkrecht zur Platte, die Cylinderaxe; 
der Anfangspunkt liege in der Mitte der Platte, so dass die Ebene 
der X Y die Platte in zwei congruente Hälften theilt. Die Normale 
der beiden ebenen Flächen der Platte ist also die ZAxe selbst, 
daher in den Formeln, welche sich auf diesen Theil der Ober- 
fläche beziehen, cosp = cosg = 0; und da auf diesen Flächen 
keine äussern Kräfte wirken sollen, so gehen die Grenzbe- 
dingungen für dieselben über in: 
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Diese Gleichungen gelten zunächst nur für die Werthe von 
z, welche den Grenzflächen der Platte entsprechen. Ich werde 
aber nur diejenigen Zustände untersuchen , für welche diese Glei- 
chungen für jeden Punkt der Platte erfüllt sind. Man sieht, 
dass dann jedenfalls die auf die cylindrischen Seitenflächen wir- 
kenden Kräfte keine der ZAxe parallele, also zu der Platte nor- 
male Componente liefern dürfen , weil sonst wenigstens am Rande 
jene Spannungen nicht verschwinden würden. 

Das Verschwinden der obigen Spannungen führt nach (31) 
p. 48 die Gleichungen mit sich: 



(122) 



wo 





' 




drv . du 
dx dz 








drv dv 
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v = 0, 



drv 

dz 



die Ausdehnung der Volumeneinheit bedeutet. Nehmen wir nun 
an, dass keine äussern Kräfte auf das Innere der Platte wirken, 
so liefern die Gleichungen (33) p. 49 folgende in jedem Punkt zu 
erfüllende Gleichgewichtsbedingungen: 



(123) 



da? 
<N 

dx* 

(dx* 



+ 



dy 2 



+ 



(?U 

dz* 

d*v 

dz* 

d 2 rv 



dz' 
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dv 
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— 2 
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dy 




1 




dv 



1 — 2 {i dz 



= 



= 



= 0, 



von denen übrigens die letzte durch die Gleichungen (122) an 
sich erfüllt wird. Die Untersuchung dreht sich zunächst um 
die Aufsuchung der Fälle, in welchen die Gleichungen (122), 
(123) neben einander bestehen können. 

Differenziren wir entweder die erste der Gleichungen (123) 
nach z und addiren dazu die letzte, nach x differenzirt, oder 
differenziren wir die zweite nach z, und addiren dazu die letzte, 
nach y differenzirt, so verschwindet beidemal wegen (122) alles 
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bis auf die von v abhängigen Terme, und man erhalt die ein- 
fachen Gleichungen: 

d'v d*v 

W Wz = °' WTz = °' 

Diese Gleichungen zeigen, dass v nur aus der Summe zweier 

Glieder bestehen kann, deren eines von z allein, deren an- 

an 

deres von x und y allein abhängt, da — sowohl von x als von 

oz 

y unabhängig sein soll. Aber man erhält ferner, indem man die 
Gleichungen (123) respective nach x, y, z differenzirt und dann 
addirt, mit Rücksicht auf die Bedeutung von v: 

d*v d*v d*v 

dx~* + ~fy* + d? ~ ' 

Hier sind nach dem Vorigen die ersten beiden Glieder nur 
von x,y, das letzte nur von z abhängig; und es muss also die 
Summe der ersten beiden Glieder einer Constanten gleich sein, 
das letzte gleich derselben Constanten mit entgegengesetztem Zei- 
chen. So wird denn gesetzt werden dürfen: 

(125) l%* W 

ä? =-*(i-M, 

Gleichungen, von denen die letzte mit (124) zusammen für v den 
Ausdruck liefert: 

(126) v = {- cj + c'z + F + c ^±*!j (i_2,i) 

wo c eine Constante, F eine Function von x und y ist. Von 

dieser sind absichtlich die Terme c . — , die man auch da- 

4 

rin hätte eingehen lassen können, abgesondert, weil so die erste 

Gleichung (125) für F die einfache Bedingung giebt: 

Der Factor (l — 2 fi) ist aber überall beigefügt zur Verein- 
fachung der folgenden Rechnungen. Führt man nun den erhal- 
tenen Werth von v in die letzte Gleichung (122) ein und inte- 
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grirt nach z, wobei statt der Integrationsconstante eine willkür- 
liche Function von x,y beizufügen ist, so kommt: 

Hier ist f die willkürliche Function, aus welcher der Term 

— c . (1 — p) . — - — 

ausgeschieden ist, um eine einfache Bedingungsgleichung für f 
zu erhalten. Dieselbe ergiebt sich, wenn man die gefundenen 
Formen in die letzte Gleichung (123) einsetzt, welche dann über- 
geht in: 

- c * + w + w = ° 

oder in c = 0, und in 

(128) *L + *L _ o 

Ferner geben, mittelst des gefundenen Werths von n> (c = 
gesetzt) die ersten beiden Gleichungen (122) : 

(129) { t d£ 

% dy " \dy 

wo q> und i|/ abermals willkürliche Functionen von x und y bedeu- 
ten, welche an Stelle der Integrationsconstanten hinzugefügt sind. 
Durch die erhaltenen Ausdrücke werden die Gleichungen 
(122) befriedigt. Setzt man diese Ausdrücke aber in v ein, wel- 
ches den Werth (126) annehmen soll, so erhält man eine weitere 
Bedingung, und noch zwei andre, wenn man die Ausdrücke von 
u, v, rv in die Gleichungen (123) einführt. Diese drei Bedin- 
gungen sind: 



.-,,„-.fif-<i-rtV) + »- 



(129a) 



'S + ?-<—*' 
3 + & + <■+*£- 



Differenzirt man die zweite dieser Gleichungen nach x, die 
dritte nach y , und benützt die erste, so kommt die Gleichung 
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(127) für F heraus; jene Gleichung ist also in diesen dreien ent- 
halten. Sonach kann man denn auch die erste dieser drei Glei- 
chungen benutzen, um F aus denselben zu eliminiren, wodurch 
die beiden andern übergehen in: 



tf* t . . a> , . , . fr? 



= 0. 



Bestimmt man q> und ip diesen beiden Gleichungen gemäss, 
so sind alle Gleichungen des Problems befriedigt, und wir haben 
also für die betrachteten Gleichgewichtszustände folgende Ver- 
schiebungen : 

« = -*- t (**+ **.) + y- z ( d J--(i-,P 



(130) 



4 



TV 



cz* p /dtp difA r , . . 



In denselben haben die Functionen g>, t/;, f den Gleichungen 
zu genügen: 

a> 



(131) . . 



dx l 



= 



a> 



+ (•—»*) 



a«« + (l + ' t) ä^ = 






Die Ausdrücke der nicht verschwindenden Spannungen werde 11 
in Folge der Werthe der Verschiebungen: 

E 



(132) ) 



l " ~ i+* 



£?<s+&)+£S +>0)-©-"+»i-i 



'» — ■ 






{jl^y ay_ a^\ w ajp h\_ /av , 1+ } 0| 



/, 2 



^ 
1+f" 



\ii z*/ d*g> . y» \ , ,/ay ,a»\ r a»n 

!l-p 2\da*dy* r dxdy*J' r ^dy^ dxJ' z dxdy) ' 
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Aus diesen Ausdrücken endlich setzen sich die Bedingungs- 

hungen zusammen, welche an der Cylinderwand zu erfüllen 

Die nach aussen gerichtete Normale eines Punkts dieser 

d bilde den Winkel p gegen die X Axe , so dass in (34) p. 49 

cosg = sinp, cosr = 0; 
dann noch X, Y die entsprechenden Componenten der auf 
n Punkt wirkenden äussern Kraft (die dritte Componente muss 
r oben gemachten Bemerkung zufolge verschwinden), so hat 
die Bedingungen an der Oberfläche: 

iX = t n cosp + t lt sinp 
' Y = t it cosp + t %l smp , 

reichen die t durch die Ausdrücke (132) zu ersetzen sind. 
Aus diesen Gleichungen, welche unabhängig von z in allen 

kten der Cylinderwand erfüllt sein müssen, geht bereits her- 
dass X, Y nicht beliebig gegebene Functionen sein können, 
vielmehr eine bestimmte Vertheilung der äussern Kräfte 

iwendig ist, damit die untersuchten Zustände eintreten kön- 

Vor allem sieht man, dass die Spannungen t nur die erste 

zweite Potenz von z enthalten; von derselben Form müssen 

auch die Ausdrücke der auf die Oberfläche wirkenden Kräfte 

T sein , und man muss also haben : 

t X = X + X x z + X t z* 

} t r = r + p;* + r t *■, 

die Ausdrücke der X , Y etc. von z unabhängig sein müssen. 
Wendet man diese Form an, und benützt die Ausdrücke der 
muri gen,, so lösen sich die Gleichungen (133) in folgende sechs 
"hungen auf: 
E 

1+^ 



) 



_ < i (d<p , dy\ (d<p df\ . ) 



Yo 



_ Efi \( ay , ay\ . ,/jV .JV\ i 
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Aber auch die Grössen X , Y etc. können nicht willkürlich 
gegeben sein, denn diese Bedingungen, sechs an der Zahl, kön- 
nen im Allgemeinen nicht durch drei Functionen f t q>, ty erfüllt 
werden , zu deren Bestimmung im Allgemeinen je eine Bedin- 
gungsgleichung ausreicht. 

i 

i 
§ 40. Discuiaon der in diesen Resultaten enthaltenen Zustande. 

Gleichförmige Ausdehnung der Platte. 

Bemerken wir vor allem, dass, wie in den Gleichungen (131), 
so auch in den Bedingungsgleichungen (135) die Function f von 
den Functionen g>, ty völlig gesondert auftritt, allein verbunden 
mit der willkürlichen Constante c. Die im Obigen enthaltenen 
Zustande setzen sich demnach aus zwei Arten zusammen, deren 
einer die von f, c\ deren anderer die von q>, ty abhängigen Tenne 
entsprechen. Die Natur beider Zustande erkennt man leicht durch 
Betrachtung des Antheils in den Kräften X, Y, welcher dieselben 
hervorruft. Die Zustande, welche die Functionen q>, ip mit sieb 
führen, hängen nur von^, F , X t , Y t ab, treten also auf, wenn 

X = X + X t z\ Y = Y + Y,z*. 

Da diese Ausdrücke sich nicht ändern, wenn z in — z über- 
geht, so sind in diesem Falle auf jeder Seite des Cylinders die äussern 
Kräfte zu beiden Seiten der ZFEbene symmetrisch vertheilt. Sie 
üben also im Wesentlichen einen Zug ohne Drehung aus, uod 
demnach ist der Hauptcharakter dieser Zustände der der Aus- 
dehnung. Die entsprechenden Werthe der Verschiebungen habe n 
die Form: 

/m = u + u t z* 

(136) \v = v + v t z* 

[w = — w i z, 

wo u , v , t/ 2 , v t , tv i nur von x und y abhängen. Man siel**' 
dass die Punkte der Mittelfläche (z = 0) in dieser Fläche selb** 1 
geblieben sind, da w mit z verschwindet. Die einzelnen zur Platt* 
senkrechten Fasern aber erscheinen gekrümmt; toach § 25 sin^ 
die Gleichungen derselben nach der Verschiebung: 

= x + u + u t z % 

2 Z > 



fn7l iX=X + U Q +U 

( y = yi+l»o + * 
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Eichungen, in denen x, y als constant anzusehen sind. Die hier- 
rch dargestellte Curve ist eine Parabel deren Scheitel in der 
ttelfläche liegt, und deren Ebene senkrecht zur Mittelfläche ist. 
nn die Gleichungen (137), deren jede von einer der Veränderlichen 
, y frei ist, stellen die Projectionen der Curve auf die YZ und 
ZEbene dar, welche offenbar Parabeln der angegebenen Art sind; 
iminirt man hingegen z, so kommt als Gleichung der Projection 
tf die Mittelfläche selbst: 

v 2 x — u 2 y + v % {x + u ) — u 2 (y + v ) = 0, 

e Gleichung einer Geraden ; die wirkliche Curve liegt daher, wie 
(gegeben, in einer zu Mittelfläche senkrechten Ebene. 

Unter dieser Art von Gleichgewichtszuständen sind diejenigen 
isonders hervorzuheben, welche man als reine Ausdehnung 
zeichnen kann; es sind die, für welche u und v von z unab- 
ängig werden. Man hat dann nothwendig, indem man die Coeffi- 
enten von z* in u und v (130) verschwinden lässt : 



dx \dx dy ) 

_ d_ (dy , (fy\ 
dy \dx ■ dyJ 



Also ist der Ausdruck 7^- + — constant; setzt man diesen 

dx dy 

rostanten Werth gleich x, so wird nach (129a): 

dq> , dty 
dx dy 

dx 2 °* dy % 

d l± 4- ?♦ _o 
dx 2 "■" dy 2 ~ 

Diese Gleichungen widersprechen sich nicht, es sind also 
Stande dieser Art überhaupt möglich. Den Gleichungen (138) 
lbst aber giebt man leicht eine einfachere Form. Denn drückt 

an in der zweiten ^, in der dritten ~ mit Hülfe der ersten 

aar * oy 



Eichung aus, so bleibt: 
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L (?! — d *) = o 
dy \dy dx) 

d /dq> dilf\ 

dx \dy dx) 

Also muss auch der Ausdruck ^ — -^- einer Constanten 

dy dx 

gleich werden; und Ist dieselbe x', so hat man an Stelle der 

Gleichungen (138) die beiden folgenden: 

dq> . d& 

TT" + -TT = * 

dx dy 

dg> dty , 

dy dx 

Gleichungen, welche jene vollständig ersetzen. In diesen endlich 
kann man setzen: 

xx + x't/ xy — %'x 

<p = — ■£— * + «.. v = JL - i — + v 

wo denn die Functionen «„, v definirt sind durch die Gleichungen: 



(140) 



[& + & — 

I du« _ dvo _ 
dy dx 

Die von x, x' abhängigen Glieder geben für sich: 



(141) u = ^±^, V = *JL^™, 

und die auf den Rand wirkenden Kräfte, welche diese Verschiebun- 
gen hervorzurufen geeignet sind, werden nach (135): 

E% E% 

(142). . . X 9 = ^-^"^ cosp, T = qrzz-jf** 

d. h. constant und in normaler Richtung wirkend. Diese Ver- 
schiebungen zeigen also jene gleichförmige Ausdehnung der 
ganzen Platte an, welche durch überall gleiche normale Zugkraft 
erreicht wird. Die Coastante x' bezieht sich nur auf eine willkür- 
liche kleine Drehung, welche man dem Coordinatensystem geben 
kann, ohne dass im Uebrigen die Gloichgewichtebedingungen ihre 
Form ändern (vergl. p. 69). 
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\ 4L Verschiebung der Plattenelemente ohne Biegung bei 
überall gleicher Volnmenausdehnung. 

Uebergehen wir diese Ausdehnungen und betrachten die Zü- 
nde aliein, welche durch die in den Gleichungen (140) definirten 
össen u v v ausgedrückt sind. Für alle diese verschwindet rv\ 
m hat also Ausdehnungen und Zusammenziehungen solcher Art 
r sich, welche allein parallel der Fläche der Platte vor sich gehen, 
eraus folgt, dass, während eine Hauptspannung, der Normale der 
äche entsprechend, verschwindet, die beiden andern gleich und 
itgegengesetzt werden müssen; so dass jedes Element in einer 
wissen Richtung ausgedehnt, in der darauf senkrechten um 
»enso viel zusammengedrückt erscheint. Das Elasticitätsellipsoid 
ducirt sich für diesen Fall auf einen, den Endflächen der Platte 
rallel liegenden Kreis; wie man dies auch aus den Gleichungen 
s § 9 einsieht, wenn man bemerkt, dass t n = — f 22 wird, 
ihrend f 13 , f 23 , f 33 verschwinden. 

Untersuchen wir diesen Fall genauer. Für die betrachteten 
Tschiebungen wird u = u , v = v ; man kann daher in den 
eichungen (140) die Indices auslassen und dafür schreiben: 

du dv 

dx dy 

du dv 

dy dx 

Aus diesen Gleichungen folgen die Combinationen ; 

d.(u + v }/~l) _ ,— - d.(u + v y^=l) 
dx ' dy 

d. (u — v ]/'—\) _ y— — d .{u — v }/ — l) 
dx — V — l ^ 



Dieselben sagen nichts aus, als dass u + v }/ — l nur eine 
inction, und zwar jede beliebige, der Verbindung x — y ]/ — 1 
id ebenso u — v j/ — 1 nur eine Function der Verbindung 
+ tf Y — i se * n dürfe. Man kann also setzen: 

43) j M + V * /Z ~~ 1 = f *< x ~ y ^~~^ 

\u — v ]/^l = F (x + y ]/^~i)> 



— 158 — 

wo f und F willkürliche Functionen ihrer Argumente sind. Die- 
selben lassen sich immer so bestimmen, dass folgende allgemeine 
Aufgabe gelöst wird: 

Eine Platte soll durch Kräfte, welche auf den Rand 
derselben wirken, so ausgedehnt werden, dass 
die Contraction senkrecht gegen dieFlächeder 
Platte überall dieselbe ist, während die sämmt- 
liehen Punkte des Randes nach der Normale 
desselben willkürlich vorausbestimmte Ver- 
schiebungen erfahren.*) 
Dieses Problem lässt sich sofort in zwei Theile sondern. 
Die Kräfte, welche zu der verlangten Verschiebung nothwendig, 
theilen wir in einen constanten, überall normal wirkenden Zug D, 
und in andere Kräfte X QI Y , welche auf jede Seite des Randes 
in weiterhin zu bestimmender Weise wirken sollen. Den Zug J> 
nun kann man so einrichten, dass die ganze Fläche der Platte durcli 
ihn allein genau dieselbe AusdeÜnung erfahren würde, welche in 
dem gegebenen Problem auftreten soll. Die von den Kräften 
X , Y herrührenden Verschiebungen können dann von keiner 
Contraction nach der Normale der Platte mehr begleitet sein ; 
denn D allein bewirkt überall die gleiche Contraction, das Problem 
selbst verlangt ebenfalls überall gleiche Contraction; daher müss- 
ten denn die von X Q , Y herrührenden Contractionen ebenfalls 
gleich sein, und somit müsste jedes Flächenelement der Platte 
gleiche Ausdehnung erfahren. Da nun die von X , Y herrührende 
Gesammtausdehnung verschwinden sollte, so auch die Ausdehnung 
jedes Elements, so wie die Contraction nach der Normale der Fläche 
Die von den Kräften X , Y Q herrührenden Verschiebung^ 
sind so in denjenigen enthalten, welche soeben betrachtet sind. 
Zu den Gleichungen, welche im Vorigen entwickelt sind, tritt 
dann nur die Redingung hinzu, dass die Verschiebung nach der 
Normale, d. h. die Grösse u cosp + v suip eine für die ganz 6 
Peripherie gegebene Grösse sein soll. 

Sei für das vorgelegte Problem N diese gegebene Function 
von x und y, so dass 

u cosp + v sinp = N. 

*) Allgemeiner: während die Peripherie eine beliebig vorgeschrie - 
bene, natürlich von der ursprünglichen wenig abweichende Curve be- 
schreiben soll. Dies Problem lässt sich ähnlich behandeln; vgl. unten § 4"* 
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Nun ruft der noch unbestimmte Zug 2>, nach (141), indem 
man die dort als unwesentlich bezeichnete Constante k verschwin- 
den lässt, die Verschiebungen 

(144) M = — , t> = — 

hervor, und nach (142) hat man zu setzen: 



wenn die Zugkraft D eben diese Verschiebungen hervorrufen 
soll. Die Grösse x selbst bestimmt sich leicht aus der Be- 
dingung, dass die aus D entspringende Gesammtausdehnung der 
Fläche gleich derjenigen sein soll, welche durch die Verschie- 
bungen N bedingt wird. Die Normalverschiebung ist sehr klein; 
man kann also die ganze Vergrösserung der Fläche aus kleinen 
Rechtecken zusammengesetzt denken, deren eine Seite ein Ele- 
ment ds der Peripherie ist, während die andere sich durch die 
entsprechende normale Verschiebung N ausdrückt. Der ganze Zu- 
wachs ist also 

(*Nd8, 

die Summe aller dieser Rechtecke, ausgedehnt über die ganze 
Peripherie der Platte. Indess vergrössert sich in Folge des Zuges 
# jedes Element dxdy nach den Gleichungen (144) zu: 

d (x- + u) . d {y + v) = dxdy Li + - J , 

oder jede Einheit der Fläche wird um ( 1 -| — ) 

gedehnt, wobei das Quadrat der kleinen Grösse x zu vernachlässi- 
gen ist. Nennt man nun / die ganze Fläche der Platte, so muss 



1 = x aus- 



uan die Gleichung haben: 



Nds, 



damit die durch D hervorgerufene Ausdehnung der verlangten 
gleichkomme. So findet sich denn endlich 



._•/! 



Nds, 
u »d die von D herrührenden Verschiebungen sind: 
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("?)•••• u = fjf Nds - * = hf Nds - 

Diese Verschiebungen geben: 

a: cosp + y sinp /•„ 
u cosp + v sinp = — INds. 

Für den Rest des Problems bleibt also noch übrig, den 
zweiten Theil der Verschiebungen so zu bestimmen, dass dieselben 
den Gleichungen (143) genügen, während zugleich die ihnen ent- 
sprechende normale Verschiebung, nach Abzug der durch den 
ersten Theil bereits hervorgerufenen, den gegebenen Werth hat: 

x cosp + y sinp /*__ _ 
u cosp + v sinp = N — 2J / 



§ 42. Besonderer Fall einer kreisförmigen Platte. 

Man kann das obige Problem nicht allgemein lösen, sondern nur 
sobald eine bestimmte Form der Platte gegeben ist. Ich beguöge 
mich es für den Fall einer kreisförmigen Platte zu lösen. 

Führen wir Polarcoordinaten ein. Es sei r die Entfernung 
eines Punkts in der Mittelfläche der Platte von ihrem Mittelpunkt, 
g> der Winkel von r gegen die XAxe; dann ist 

x = r cos 9), y = r sing>, 
daher auch, nach bekannten Sätzen: 

x + y V — 1^= r (cos q> + y — 1 . sin q>) = r e 9 

yzn 

x — y y — 1 -■=■ r (cosgp — y — 1 . sing?) = r e 9 

Denken wir uns nun die Functionen f, F nach Potenzen 
ihrer Argumente entwickelt, — nach aufsteigenden; denn u und 
v dürfen offenbar keine negativen Potenzen von r enthalten, da- 
mit für das Centrum, wo r = 0, u und v nicht unendlich wer- 
den. So hat man denn : 

( 1 48) f u + vyZIi = Ä + ^ r e ~ * VZr " + Ä * r%(r 2 9 VIZ1+ ' ' ' 

wobei A , A t . . . B, B t . . . willkürliche Gonstanten bezeichnen. 
Bemerken wir nun, dass 
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vzä , , , . , / _^ . - 9 V-i 



= (u — vy^\) (cosg> + Aising)) + (u +vy~i) (cos 9) — Aising)) 
=2 (u cosg> + v sin q>), 

sowie, dass für den Kreis die Normale gegen die ZAxe den 

Winkel g> selbst büdet, dass also p = cp, so hat man in der 

Peripherie eben diesen Ausdruck gleich dem doppelten der ge- 
gebenen Function 



N _x CO sp + t,sinp INdg 



/' 



zusetzen. Sei a der Radius der Peripherie, so hat man noch 

ds = a d<p, x cosp + y sinp = a, J = a* n ; 
und die gegebene Function wird sonach 

tn 


die Function N selbst, welche nur auf der Peripherie gegeben 
ist, kann man sich dabei unmittelbar als Function von q> denken. 
Setzt man nun dies dem Ausdruck 

J ((u - vV=T) e »^ + (u + vV=j) e"^ 1 ) 

gleich, und ersetzt u — vj/^i, u + vy^i durch ihre oben ge- 
gebenen Werthe, r aber durch a, so erhält man zur Bestimmung 
der Constanten J, B folgende Gleichung: 

+Be »^ +B { a e 2 " KZ] + ...}' 

Die Bestimmung der Constanten erfolgt hieraus mit Hülfe 
des bekannten Satzes, dass 
2* 



/■ 



•^ +=<?=[ (^^-d 



jedesmal verschwindet, wenn x eine von Null verschiedene posi- 
tive oder negative ganze Zahl ist, wo denn immer: 

e t***^ 1 _ C os(2xjr) + ^T sin(2xrc) = 1. 
Wenn aber x = 0, so wird das Integral gleich 2rc. Mul- 
Micirt man also die obige Gleichung mit e «<p v -* oder mit*-*»*'-* 

C 1 ebs e h , Theorie elast. Körper. \ \ 
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und integrirt von bis 2n, so fallen rechts jedesmal alle Glieder |^ 
bis auf eines fort, und es wird: 



»P^I /?™ — 




Ne «9 y -i dq>= n A n _ i a «^ 



/• 



Ne -"f^ d<p= n B w ^ i a "- 1 



Ersetzen wir die imaginären Exponenüalgrössen durch ihre 
trigonometrischen Ausdrücke, so wird: 

i / r" ■ 

A n _^ . a n ~~ x = — I I Ncosnq) 



dq> + 



tu 

K=l fNsinn 



q>dq> 



>w-i 



(/> 



und setzt man 



(149) 



so ist 



2*r 2» 

C n = __ / N cos n q> dq> , S n =— j Nsinnq>dq>, 



*-* = — ^i ' **-> = — 5P3 

Endlich ergiebt sich durch Einführung dieser Werthe in die 
Ausdrücke (148) und durch Scheidung des Beeilen vom Ima- 
ginären: 



(150) 



r r* 

(ti=5 C x + (C t cos qt) + S % sin 9) h (C t cos2g>+S 3 sin2 g>)-jH — 

1 r r 

] v = £ t + (£ 8 cos 9) — C 2 sin 9) — + (S 9 cos 29 — £ 3 sin 2g>)-j + • • ■ 



Nehmen wir hinzu, dass der Antheil der Verschiebungen, 
welche von der Zugkraft D herrührt, hier den Ausdruck erhält 

[vgl. (147)] : . 

u = C cos 9, v = C sin 9), 
wo C das Integral 

(151) C == JL /tfdy 
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bedeutet, so ergeben sich als die Gesammt Verschiebungen für 
das vorgelegte Problem: 



(152) . . < 



u — C t + [(C+C 2 )cos9> + S 2 sin9) - 

r 2 
+ (C 9 cos 2^) + S 3 sin 2g>) — + . . . 

v = S t + [S 2 cos? + {C — C t ) siiiy] r - 

r* 

+ (S a cos 29) — C 3 sin29) -| + . . . 



Diese Formeln, mit (149), (151) zusammen, bestimmen voll- 
ständig die in der Aufgabe auftretenden Verschiebungen. 

Untersuchen wir jetzt die Kräfte, welche geeignet sind, die- 
selben hervorzubringen. Zunächst wird der überall gleichförmig 
wirkende normale Zug D, aus (146): 

EC 



D = 



a(l — (i) 



Die Kräfte 2T a , F findet man aus den ersten beiden Formeln 
(135), wenn man darin g>, ty durch u, v ersetzt, und u, v selbst 
aus den Gleichungen (150) entnimmt. Dies wird sehr erleichtert, 
Wenn man zunächst mit Hülfe der Gleichungen 

du dv du dv 

dv + dy~ ' dy ~ di~ 

den Ausdrücken von X , Y in (135) die einfache Gestalt giebt: 

E (du du . \ 

TT E ( dV _I_ dV • \ 

F . = r+^ \f x cosp + Ty smp )■ 

Es ist bereits in § 27, (94) gezeigt, dass die eingeklammer- 
ten Ausdrücke rechts nichts anders sind als die Düferentialquo- 
Uenten von u und v nach der Normale. Da hier nun die Nor- 
male mit dem Radius zusammenfällt, so hat man die einfachen 
Ausdrücke : 

x _ E du E_ dv_. 

~ 1 + ft dr ' ° ~ I +(i dr' 

^d mit Anwendung der Gleichungen (150) ergeben sich also 

11* 
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folgende Kräfte, welche neben D auf den Rand der Platte wir- V 4 
ken müssen: w : ' 

X = ^zr) [i C * cos 9> + S t sinq>)+2(C s cos2ip+S s sm2q>) 1 - + ...J 
¥ ° = irnÄ r )ty S * C0S(p ~ C * 8ln( P)+ 2 ( S * cos2< P— £ 1 sin29)- + ...|- 



§ 43. Anwendung auf angenäherte Lösung allgemeiner 

Aufgaben. 

Aber aus der Betrachtung derjenigen Zustände, denen wir 
im Beginne des § 40 vorzugsweise den Charakter der Ausdehnung 
zuerkannt haben, lässt sich noch weiterer Nutzen ziehen. 

Das allgemeine Problem: 
Den Gleichgewichtszustand einer Platte zu be- 
stimmen, auf deren cylindrische Seitenflächen, 
parallel den ebenen Endflächen der Platte, 
beliebige Kräfte wirken, 
lässt sich freilich in aller Strenge nicht behandeln, da wie oben 
schon erwähnt wurde, die in jenen Zuständen auftretenden Kräfte 
eigentümlichen Bedingungen unterworfen waren. Aber wenn 
wir nun voraussetzen , dass die auf jede unendlich schmale Seite 
der cylindrischen Oberfläche wirkenden Kräfte auf derselben 
symmetrisch vertheilt seien, dass sie also wirklich nur Zug, 
keine Drehung hervorzurufen bestrebt sind, so kann man mit 
einiger Annäherung in folgender Weise obiges allgemeines Problem 
durch ein anderes ersetzen, welches in den Formeln des § 39 
enthalten ist. 

Es sei Ads die Summe sämmtlicher X Componenten von 
äussern Kräften, welche auf eine Seite der cylindrischen Fläche 
wirken, deren Breite ds ist, ein Element der Peripherie der 
Platte. Ebenso sei B ds die Summe der Y Componenten. In 
dem Problem des § 39 erhält man die analogen Grössen, wenn 
man die Componenten der auf die Oberflächeneinheit wirkenden 
Kräfte: 

X = X + X, z + X % z* 

T=Y + Y, z + Y 2 z* 

zunächst mit dem Element dz . ds der unendlich schmalen Cylin- 



derseite multiplicirt, und sodann die Summe nacb z nimmt über 
die ganze Seite, also, wenn h die Dicke der Platte bezeichnet, 

V0D — ;r bis + TT' Diese Integration liefert: 

ds \Xdz == (* h + X t *~) ds 

t 

+4- 
ds fr dz = (r„ h + r, ^) a , 

«^ TW 

T 

wo die Glieder, welche von X t , Y t abhängen, ganz verschwun- 
den sind. 

Nun wird jenes allgemeine Problem offenbar dem in § 39 
enthaltenen möglichst genähert werden, wenn man die Functionen 
X, Y so bestimmt denkt , dass die jeder Cylinderseite entsprechen- 
den Componentensummen in dem ursprünglichen und in dem zu 
substituirenden Problem denselben Werth haben. Setzen wir 

also 

h* 
A = X h -f- X t 

(153) { 



( 



12 






b= r h+ r t h -, 



wo A, B vorgeschriebene Functionen von x und y sind ; und er- 
setzen dann das gegebene Problem durch dasjenige, in welchem 
die auf die Cylinderfläche wirkenden Kräfte durch das Gesetz: 

r = r + f 2 z* 

bestimmt werden. Bemerken wir, dass aus den Gleichungen 
(153) die vier Functionen X Qt F , X 2 , Y 2 keineswegs völlig be- 
stimmt sind, sondern nur zwei Verbindungen derselben, so zeigt 
sich, dass auch die Bedingungen (135) keineswegs sämmtlich als 
solche wirklich anzusehen sind, sondern nur diejenigen Verbin- 
dungen derselben, aus welchen die Functionen X Y , X 2 , Y 2 
mit Hülfe der Gleichungen (153) sich eliminiren lassen. Und so 
erhält man aus (135) nur folgende zwei Bedingungen , indem man 
in (153) die X , Y , X 2 , Y % mittels der Gleichungen (135) aus- 
drückt : 
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(154)J 



' 2 (1— f**) A _ 
2 (1— ft 8 ) -g _ 



8>rj> 



dx*dy 



)\ 



~ t ~dxdy')) 



+-»H>S+S)+g(&+S)l- 

Erinnern wir uns, dass die Gleichungen (135) an Zahl zu 
gross waren, um bei beliebiger Wahl der Functionen Z , 7 , 
2T t , Y t noch gleichzeitig erfüllbar zu sein. Diese Schwierigkeit 
existirt in den Bedingungsgleichungen (154) nicht mehr; diese 
kann man immer erfüllen, wie auch Ä und B als Functionen von 
#» V gegeben seien. Und wenn man also auch das im Eingänge 
dieses § aufgestellte allgemeine Problem mit Hülfe dieser Be- 
trachtungen zu lösen nicht im Stande ist, so kann man doch das 
Problem lösen, für welches die Summen der auf jede Cylinder- 
seite wirkenden Componenten beliebig gegebene Grössen sind. 
Die Lösungen dieses Problems sind nach (130) ausgedrückt durch 
die Gleichungen: 



(155) . . . < 






dxdy) ' 2 
^ T 1— (i \dxdy T du 2 ) 2 



da* 

d 2 <p 



+ 



dy 



) • z; 



jdxdy 

w = — ** (?¥. 

1 — n \dx 

wobei die Functionen g>, ty ausser den Grenzbedingungen (154) 
noch überall den Gleichungen zu genügen haben (131): 



(156) . 



aV 



rt 



ay s 



+ (i + rt 



aty . , a*-il» 



2y" 



a* 1 



dxdy 

ay 

dxdy 






= 0. 
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r 

. Angenäherte Lösung des allgemeinen Problems für eine 

kreisförmige Platte. 

[ch werde diese Gleichungen auf den einfachen Fall einer 
örmigen Platte anwenden. Wir führen Polarcoordinaten 
3in, und stellen uns dann Ä und B als gegebene Functionen 
•> vor, während in den Gleichungen (154) r den constanten 
i a zu erhalten hat, welcher der Peripherie der Platte 
icht. 

Hetzen wir ferner der Kürze wegen: 

' dtp . dty t dtp dty 

foc + dy ~ *' dy ~ di ~ n ' 

dtp difß _ f dtp dty , 

dx dy ' dy dx 

hmen die Gleichungen (154), (156) einfachere Gestalten an. 
Vinkel p wird durch den Winkel # zu ersetzen sein, wei- 
der Radius r mit der XAxe bildet, da die Normale der, 
berie mit dem Radius zusammenfällt , und . man hat also aus 
die allgemeinen Bedingungen: 



dy 



*~* £ - "■■ 



154) die Grenzbedingungen: 

(2(i— ^v j„, ,»,„ M',<* h * dt h 

-1___ =cos # |(l + rt{ + (l-rt{ + — ^j 

+ sin* |(l + rt | - (l-p) r + ^ 0j • 

Aus den Gleichungen aber, welche die Grössen £, £', 17, 17' 
irten ergiebt sich noch weiter. 
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(160) . 



dx 



l + t 



dx 



dy 2 • dy 



2 

6-r 



Ici. 



2 ' dy 2 

Daher müssen die Grössen £,£',*?,*?' noch die Gleichungen 
befriedigen: 



(161) 



dx 

Y) = _ a.(iy-V) 
3a; 3y 



U 



Hat man aus diesen Gleichungen und den Gleichungen (15S) 
die Functionen £,£',17,17' bestimmt; so findet sich schliesslich 

aus (160): 



(162) . 



dtp = 



dtp = — 



«+r *, + 3±s dy 



2 

17— 1J 



dx + ^ dy, 



2 ' 2 

und daher g> und ij> durch einfache Integration. 

Die Polarcoordinaten sind eingeführt durch die Gleichungen 
x = r cos-fr, y = r sinä*, 
aus welchen durch Differentiation und Auflösung der differenzirten 
Gleichungen sich die Systeme ergeben : 

dx = dr cos 6* — r sin -fr d#, rfr = €te cosfr + dy sin# 
dy = dr sin# + r cos# d#, rd&= — da: sinä 1 + dy cos#. 

Man hat also, wenn man sieb irgend eine Function ß ein- 
mal durch Xy y, das andere Mal durch r, & ausgedrückt denkt: 



(163)<{ 



dSl dSl Ä dSl . A 

— = - - - cos# — sinO, 



a& a& A , ja 

-rr-= -r— cos#+ -— sin# 
3r aa: ^ dy 



I 9^_ 



aß , ft , aß ^ dsi dsi . Ä . da 



Diese Grundformeln für den Zusammenhang der verschieden- 
artigen Differentiationen gestatten nun den Gleichungen (158) — (161) 
solche Formen zu geben, dass darin nur noch die Differential- 
quotienten nach r und # erscheinen. Multiplicirt man nämlich 
die erste Gleichung (15S) mit cos#, die zweite mit sin -9- und 
addirt, oder die erste mit — sin#, die zweite mit cos 6», und 



addirt, so kommt, mit Rucksicht auf die für jede Function gül- 
tigen Gleichungen (163): 

(164) { \ " d * 

Denken wir uns nun sowohl £ als rj nach den Sinus und 
Cosinus der Vielfachen von # entwickelt, während die Coefficien- 
ten der Entwickelungen nur von r abhängen; setzen wir also 

2 £=Ä + R i cos# + Ä t cos2#. . . + R\ sin# + R\ sin2#. . . 
(1 — fi) if=S + ^cosfr + S, cos2#... + S" 1 sin#+S' 2 sin2#... 

und setzen dann auf beiden Seiten der Gleichungen (164) die 
Goefficienten gleicher Sinus und Cosinus einander gleich, so 
kommt: 

£+7*— 5-7*— 

f-7 s -»' ¥'+->■ = »; 

Es sind also R^ S constant, und R t mit Sf i9 R\ mit S, ver- 
bunden durch die Gleichungen 

Eliminirt man Ä' t . und S^, so erhält man für R t und S, die 
nämliche Differentialgleichung zweiter Ordnung 

'£('©-'*-"! £)-'<-• 

deren jede , vollständig integrirt , zwei willkürliche Constante 
roit sich führen muss. Man genügt diesen Gleichungen aber 
durch die Annahme: 

wo 4> B i9 C if B i willkürliche Constante sind. Da die Anzahl 
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derselben gross genug ist, so stellen diese Ausdrücke zugleich 
die allgemeinsten Formen von R if S t vor. 

Aber die Constanten C if B i müssen immer Null sein, damit I 
man für r = 0, im Mittelpunkt der Platte, nirgend unendlich 
grosse Werthe erhalte. Es bleibt also: 

R ( = A t r 1 , Si = B i r*; daher auch 
R\= B t r', S t = —A< r', 

so dass die Ausdrücke von £, 17 die Gestalt annehmen: 

£ = b[A + A t r cos& + 4 l r , cos2#... 

+ Bf sin 6» + B f r* sin2 # . . .] 



(165) ) 



1/= — — [B + B t r C09& + B t r* cos2 & ... 

fr 



— A i rsm& — A t r* sin2 # . . .]. 

Um nun die Functionen £', rf zu finden, bringe man zunächst 
die Gleichungen (161) in die Form : 

dx dy dx " 1 ~ dy \Br "■" " rdö) 

, (dn dl \ 

+ {dr ~ ^J Sm ° 



d|f dr\ dl dr\ (dl _, dif 

dy dx dy dx 



fe + 78&) sm9 
fön H\ „ 



wo nur die rechten Theile auf die nach r, # genommenen Diffe- 
rentialquotienten zurückgeführt sind. Multiplicirt man nun wieder 
die erste Gleichung mit cos#, die zweite mit sin#, oder die 
erste mit — sin#, die zweite mit cos# und addirt jedesmal, so 
kommt mit Rücksicht auf die allgemeinen Gleichungen (163): 



(166) 



?+&-. <£+£)-»+<£-&>•" 
*-£—(?+£)"• +©-&)—• 



lrd& 



Bemerken wir, dass die linken Theile dieser Gleichungen 
genau die Form der Gleichungen (164) haben, nur dass £' an die 
Stelle von 2£, r{ an die Stelle von (1 — (i) r\ getreten ist. Denken 
wir uns nun irgend eine specielle Lösung g , tf der Gleichungen 
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(166) gefunden, eine Lösung welcher man passender Weise die 
Form geben kann 

(167) 1^° = 9 C0S2& + * Sin2 ° 

' N'o = Q sin2# — a cos20, 

so sind die linken Theile der Gleichungen (166) den Ausdrücken 

dr "*" rd&' rd& dr 

gleich, oder jene Gleichungen gehen über in: 

g(r-rj d(v- V '„) = 

dr rd& 

g(r-r. ) _ d(v-v'o) = . 

rd& £r 

es müssen daher die Differenzen g — §' , V — r{ genau von der 
Form sein, welche oben für 2§ und (1 — fi) i\ gefunden wurde, 
d. h. man hat: 

= £'o + ^o + ^i r cos ^ + C % ** cos2 ^ + . . . 
(168 n i + A r sin# + D t r« sin2 # + . . . 

ij' = i/' + i> + D t r cos# + 2> 2 r* cos2 # + . . . 

— C i r sin# — C 2 r* sin2 # + . . . • 

wobei die C, 2> willkürliche Constanten bedeuten. 

Es ist nur noch eine specielle Lösung §' , rf oder ein Aus- 
druck der Functionen g, a zu finden. Denken wir uns die Aus- 
drücke (167) für %, rf in (166) eingesetzt, so nehmen die linken 
Theile jener Gleichungen die Form an: 

/dg da t 2o\ A , /da . dg , 2<A . Ä 

(dg da , 2o\ , ftft , /a^ . dg , 2a\ 

Man erhält daher aus der Vergleichung dieser Form mit den 
rechten Theilen von (166) die einfacheren Gleichungen: 

dtj 



r 



dg da 

dr rd& + 


2q _ £| 

r dr 


da dg 
dr rd& 


2a dr\ 

r dr 



+ 



rd& 



rd&' 

oder endlich, wenn man links für £, rj ihre Ausdrücke aus den 
Gleichungen (165) einführt: 
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dr rd& + V ~ 2(1—^)' 

[B t sinO + 2B t r sin 2 . . . + A t cos# + 2 Ä % r cos 2 # . . .] 
a<y , 0p 2tf _ 1+p 



dr ' rdft r 2(1— p) 

[#, cosO + 2 ,5, r cos2 6» ... — A t sinO — 2 A t r sin2 # . . .] 
Setzt man demnach: 
Q=E i rsm& + E t r*sm2& + ... + F i rcos&+F t r*co32&... 
tf = £ 1 rsin#+G 2 r t sin2# + ... 4-J^rcos & + H^r* cos2 & . . . 

so erhält man durch Vergleichung der beiderseitigen Coefficienten: 

1 + u 

* = - * ~ i(i=Jh * 

Und so bat man endlich: 
9 = — 



(168a) 






4(1— ft) 
[B i rs\n&+2B t r*sm29...+A i rcos&+2A t r t cos29...] 

1 + ft 



4(1— rt 
[A t r sinO'+ 2 ^ r* sin2d . . . — B t r cos * — % B t r*cos2# . . .], 
oder, wenn man will: 

l + ft _gj l+f» r .^ 

* 2(1 — ti) r dr f 4 dr 

Man hat auf diese Weise die Form der Functionen £, rj, % t r\ 
vollständig bestimmt, und es bleibt nur die Betrachtung der Grenz- 
bedingungen übrig, welche auf die Constantenbestimmung führen. 
In Betreff der Gleichungen (159), welche diese Grenzbedingungen 
enthalten, bemerke ich zunächst, dass wegen der allgemeinen 
Gleichungen (163): 

— cos# + r-^- sinfl- = - 
dar dx dy dr 

cos # + ^-= sin'9 1 b= 




(l) 



Multiplicirt man daher jene Gleichungen bezüglich mit cos#, 
sin#, oder mit — sin#, cosO und addirt jedesmal, so ergeben 
sich die einfacheren Gleichungen: 



(tH) +(l-f*)fo'cos2#— rsin20). 



2(1 — »*) 

= 12~ ä^ +(1 ~ f*)(^ cos2 * + 'Min20) + (l+ f i)£ 
2 (1 — »•) 
~ h ^ 2 (B cos0 — ^ sin0) 

— 12 0r 

Die Gleichungen gelten nur für r=a, aber für alle Werthe 
von0. Setzt man in denselben für £, §', ^' ihre oben gefundenen 
Werthe ein, und zugleich r = a, so erhält man daher folgende 
Gleichungen, welche für alle Werthe von erfüllt sein müssen: 

2 (1— ii*) 

~~^ (ÄC08& + Bsm&)\ 
fijs 

uh* r 
= ^r- [1 . 2 ^ 2 cos 2 + 2 . 3^ a cos30 . . . 

+ 1.2. £ s siii2 + 2. 3# 3 asin30...] 

14-a 
+ -y~ [A Q + A x a cos0 + Ä % a* cos20. . . 

+ ^«8^0 + £ 2 a 2 sin20...] 

l+u - 
— \Ä X a cos0 + 2 A % a* cos20 . . . 

+ B { a sin0+ 2B t a* sin20 ...] 
+ (1— p)[C o cos20 + C t a cos30 + C 2 a* cosl& .. . 

+ 2>, a sin30 + D % a 2 sin40 . . .] 

2 ( l u?) 

~~£^gP (£cos0 — ^sin0) 

= ?— [— 1.2^ t sin20 — 2.3^,asiu30... 

+ 1.2£ t cos20 + 2.3.£ 3 cos30...] 

+ Ü^ [J t a sin0 + 2 ^ 8 a* sin20 . . . 

— P,a cos0 — 2 £, a* cos20 . . .] 
+ (1— p) [2> cos20 + 2> t a cos30 + 2> 2 a % cos40 . . . 

— C t a sin30 — C 2 a* sin40 . . .] . 

Um die Constanten hieraus zu bestimmen, hat man nur einer 
"kannten Eigenschaft der trigonometrischen Integrale zu gedenken, 
n *ch welcher, wenn m und n verschieden sind: 
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cosnddd = 



(168b) 



2» 

I cos m fr 

2* 

l cos m d sin nddö = 

2» 

f sin md sinndrfd = 0, 

<r 

Gleichungen von denen die zweite auch noch für m = n besteht 
während 

2« 2» 

(168c) .... /cos t mddd = / sin 2 mddd == «; 



nur für m=0 hat man 



/ 



o 

2» 

rfd = 2«. 



Integrirt man also die obigen Gleichungen von bis 2 
nachdem man sie mit 1 oder mit cosd oder mit sind- m 
tiplicirt hat, so ergeben sich folgende Gleichungen, welche i 
noch die Constanten selbst und bekannte Grössen enthalten: 

2(1 — u 2 ) r 

K h ß I {A cosd + J9sind) rfd = (1+fi) A n 



(169)« 



2(1— f* 2 ) 



2 (1-tf 



hE 



n 



2(1-^ 



hE 



2 (1-tf 



hE 



2(1-^) 



In 

- I {B cos& — A sind) d& = 0. 

. In 

■ I (A cosd + B sind) cosd dd = — -*- A t a 

"» r" i+ß 

- I(A cosd + B sind) sind d& = —^- B t an 

- f (B cosd — A sind) cosddd p= i£ ß x an 

o 

- 1 (B cos d — A sin d) sin &d& = 



+P> 



A t an. 
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Ferner aber wird allgemein für jedes i, welches grösser als 
Ist: 

/iti—Uutfa'- 2 (l+u)(i—2) A, , 






1 r 

■ I (A cos# + 5 sin#) sini& d& 



n /i(i—l)uh*a>- 2 (l+a)(i—2) A , 



(W) r 

~^g — I (B cosO — -4 sind) cosid «ffr 



M fc 



hE 



' f (B cos# — A sind) sint* d& 



: — tcA^ ^ ^ «*« J — (l— f*) « £-2 «- 2 . 

Aus diesen Gleichungen bestimmen die Constanten sich voll- 
ndig; denn man hat: 

A = 2 ^~^ f{A cosO + B sin#) d» 





2« 



8 (l—u) f, 
A t = v r; I (^ cos# + ^ sinO) cos# rf# 

ühlLlt fj 





2» 



5. =-^-=- — l(A cos# + 5 sin#) sin# d& 
1 ahEn J v ' 



o 

2» 



* = %&£ J\- Ä co»('+l) # + * sin(i + l) #]eto 



o 

2ir 



*<= ^gjj Jt* sin(H-l) b-B cos(i+l) #]<*# 



üa'hEn 
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ZK 

— i 2 ! 1 + ff f{Bsiu&— ^ sind) sin t&ctt 



IL* 



3» 





+ 2 j* "ffi /(£ cos #— A sin *) cos tt d&. 

Ausserdem folgen aus den obigen Gleichungen noch drei 
Bedingungen, welche die Constanten nicht mehr enthalten, und 
welche daher den äussern Kräften besondere Eigenschaften beizu- 
legen scheinen. Eine dieser Gleichungen ist die zweite der Glei- 
chungen (169) selbst; die Addition der vierten und fünften 
giebt eine andre, die letzte jener Gleichungen von der drit- 
ten abgezogen eine weitere. Aber die so erhaltenen Glei- 
chungen , nämlich 

In 2x 2» 

l(Bcos& — A3m&)d& = 9 fAd&=0, fßd&^O 
o u o 

sind in Wahrheit nichts anders als die Bedingungen, welche aus- 
sagen, dass die äussern Kräfte sich an der Platte das Gleichge- 
wicht halten. Bezeichnet man nämlich durch ds ein Element der 
Peripherie, durch x,y seine Coordinaten, so sind, 

JAds, iBds 
die Summen der Componenten, und 



ß 



(Bx — Ay) ds 



ist die Summe der Drehungsmomente. Sollen sich die äussern 
Kräfte nun das Gleichgewicht halten, so müssen diese drei Ausdrücke 
verschwinden; und indem man sie gleich Null setzt, für x, y, d s 
aber a cos#, a sinO, a d& setzt, erhält man die in Rede stehenden 
Gleichungen. 

So ist denn also die Gonstantenbestimmung durchgeführt, 
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id die Zahl der Bedingungen hat sich als hinreichend, das 
oblem als ein bestimmtes erwiesen. Nur die Constante B ist 
ibestimmt geblieben; es wird sich weiterhin zeigen, dass dies der 
istimmtheit des Problems keinen Eintrag thut. 

Es bleibt übrig, endlich die Functionen g>, ty selbst zu be- 
immen, und dadurch zu dem allgemeinen Ausdruck der Ver- 
hiebungen u, v, w zu gelangen. Dies geschieht mit Hülfe fol- 
mder Betrachtung. 

In Folge der Gleichungen (160) hat man: 

o, , v + v . a 

cosd + sind, 



170) 



' dq> _ 
dr 


2 


dty _ 

dr 


v—v 

2 


dq> 
rd& 


£ + 6' 

2 


dtf> 
rd& 


v—v 

2 



cosd + sind 

1 2 

17+17 

sind + - - cosd 

' 2 

sind -f- cosd. 



171) 



In Folge der ersten Gleichungen kann man setzen: 

i+r 

o 



9= cosd /^tl(/r + sind f VjpL dr + & i 



o 



r r 

if>=— cosd / ^^- dr + sind / ^— - dr + © 2 , 



o o 

t'o S t und Ö 2 nur noch Functionen von d sind. Diese Ausdrücke 
rgeben bereits, nach r differenzirt, die verlangten Werthe; 
lie Functionen 9 if & 2 sind so zu bestimmen , dass auch die 
Berthe der Differentialquotienten nach d den Gleichungen (170) 
gemäss sind. Die Differentiation der vorstehenden Ausdrücke 
lach d giebt aber: 



dy = cosd pg+r) dr + sind fdh+ff) dr + ae< 






ad 



ad 



o o 



Clebsch, Theorie elast. Körper. 



12 
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cos# i 

2 J 







' d» dr+ d& 




r 


r 


sin# 


1 (« — *A #fr -1- i 


(t — fr Ar 







Ersetzt man nun zunächst in den Gleichungen (161) die Dif- 
ferentialquotienten nach x, y durch die Differentialquotienten nach 
r, #, wodurch diese Gleichungen übergehen in: 

£M ita „ _ ^±il cos» + °Jm CO,» + ^ls ta ^0 
er or rod' rc& 

so lassen sich in den vorstehenden Gleichungen die nach # ge- 
nommenen Differentialquotienten überall durch die nach r ge- 
nommenen ersetzen, und man erhält: 

r 
dq> COS# /V , 0fo + 1f')\ 





r 








r 



a# 2 J \ T dr ) 





r 



sin» ZV , , 0fa— i/h , ,8®, 



Die Integrale rechts kann man nun ausführen, und erhält, 
da die integrirten Functionen r (17 + rf), r (§ + l') für die untere 
Grenze r = verschwinden : 

^ r f M . » 2_±_1 ..-a £ + A ■ gQ . 
_ = r ^ cos *_ sl „»___j + _ 

| = r ( cos ,L_l +slü ,l_lj + ^. 

Dies stimmt mit den Gleichungen (170) völlig überein, wenn 
man nur S u S 2 constant annimmt, so dass ihre Differentialquo- 
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Qten nach O verschwinden. Hält man diese Bedeutung der 
össen & fest, so geben also die Gleichungen (171) die richti- 
sn Ausdrücke für g> und'tf/. 

Um nun die Integration auszuführen, bemerke man, dass 
\,v\ nach (168) die Form haben: 

t ~ % Q + ?t> V = Vo + v\> 
und dass nach (167): 

J' cosO + rf sinO = q cosO + sind 1 
*/ cosO + i; sinO = q sinO — a cosO. 

Man kann daher auch schreiben: 

r r 

9=3 ^r fo+** + 9)* + ^ ßn+v\ + *)*• + **• 





r 



^~ J(V-V\ +*)är + S -^ /(|-r t + ,) är + S r 







Den Verbindungen £• + q , *7 + <r kann man ferner mit Hülfe 
der Entwicklungen (165) und (168 a ) sehr leicht die Form geben: 

H^-rr—^^o+^rcosft+^r sind+^ 2 r ? cos2#+# 2 r 2 sin2#...] 

4(1 fi) 

T-5-^-r [^ +2^rcosO+2 J ß 1 rsin^+3^ 2 r , cos2^+3 J P 2 r 8 sin2d...] 

4(1 — (i) 

^+' = -75377 [^o+^rcos^— ^ 1 rsinO+# 2 r 2 cos20- ^ 2 r f sin20...] 
+ - 7 -^[^ +2^ 1 rcosO— 2^ 1 rsin^+a J ß 2 r t cos2d--3^ 2 r 2 sin2^...] 

4(1 — |Lt) — 

Entnimmt man noch die Werthe von £ lf §' 2 aus (168), so 
ergeben sich durch Integration endlich für <p und ty folgende 
Entwicklungen : 

9 = 9 i + 8fe~)i r Kcos^+^ sin^) +^- (^ cos 20 + B x sin 20) 

3 

+ L (^ f C os30 + # 2 sin 30) . . .| 

- * +f * N |r (^ cos fr— # sin 0) + r* A x + T*(A t cosO -r # 2 sinO) 
8(1 — fi) i 

+ r 4 (^ 3 cos 20 + B z sin 20) . .. j 

12* 



< 
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+ i \r \C u cos» + D^\n9) + - (C, cos 2fr + Z>, sin2d) 



+ T ( c t «»3* + -ß t sin3 */ ••• 
3 



,/.= 0, + -^A l r (4*»* — -».cos*) + - (^ sin 2»— 5, cos2») 

Oll flj ' & 



+ — (^ t siu36- — B t sin 3fr) ...j 



1+p 

8 



y-^- {r^sin fr-£ cos fr) - r» J? f + r* (^ t sin fr- # f cos&) I 

+ r 4 (^ 3 sin2fr — J? 3 cos2fr)... 

+ £ \ r {C ti s\nd'—D cosd) + ~-(C 1 sin2fr — Djcos^) 

r* ) 

+ — (C t sin 3fr — D t cos3fr) ... 

Nachdem ich diese vollständigen Entwicklungen gegeben 
habe, wird es hinreichen, auf die Gestalt kurz hinzuweisen, wel- 
che die Verschiebungen u, v, w und die Spannungen annehmen; 
fuhrt man in den Ausdrücken (130), (132) nach Beseitigung der 
Glieder mit z überall die Functionen £, 17, §', tf und die nach 
r, fr genommenen Differentialquotienten ein, so erhält man: 

u = — - ' l7r cosfr — -T7T sinfrl + w 

2(1— p) Idr rdfr J ^ v 

' = ^4 8 *♦ + & -•} + * 

?v = — - I, 

und für die Spannungen: 

'" = 271=^) |( 1+ ' t) s + (1 ~d r + *■*' [3 cost * 

-(£-Ä)«-+6&+£)H 
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E 



+ (^-rW-rW S,n * C0S *Jr 



In den Ausdrücken der Verschiebungen kommen noch drei 
bestimmte Constanten vor, B, S if 6> 2 . Aber diese kommen 
ider in §', i\ vor, noch in den Differentialquotienten von £; die 
•aunungen sind also jedenfalls bestimmt. Um ihren Einfluss 
f u, v, w zu erkennen, lassen wir auf den Augenblick alles 

dre verschwinden. Es bleibt dann: 

Bx 
u = G t + £ B r sin# = 0, H 

v = & t — £ B r cos# = 0, j- 

w = 0. 

Es ist schon oft erwähnt, dass Formeln dieser Art nur eine 
eine Verschiebung des Coordinatensystems angeben, und zwar 
er, wo w=0, nur eine Verschiebung parallel der ^TFEbene. Die 
abestimmtheit von S lf G % , B ist also auf das innere Verhalten 
!S Körpers ohne Einfluss; man kann jene Constanten ohne 
eiteres verschwinden lassen oder ihnen beliebige Wer the beile- 
n. Es ist also die völlige Bestimmtheit des vorgelegten Problems 
Jrdurch endlich erwiesen. 

Es ist ohne Zweifel möglich, das entsprechende Problem 
;h für andre Formen der Platte zu lösen, als für die hier an- 
lommene. Indess wird es genügen, in einem Fall Weg und 
flösung vollständig dargestellt zu haben, zumal schon dieser 
fachste Fall nicht ohne Verwickelung erscheint. 

15. Biegung der Platte durch Kräftepaare die auf den Rand 
rken. Gleichförmige Biegung durch überall gleiche Kräfte- 
ire, welche um die Tangenten der Eandcorve der Mittel- 
flache drehen. 

Ich habe endlich, anknüpfend an den § 40, noch von der 
eiteu Art von Gleichgewichtszuständen zu sprechen, welche in 
n allgemeinen Gleichungen (130), (132) enthalten sind. Für 
ese hat man: 
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(172) . 



i föf , X cx \ 

\dx * %J 2 / 



I 



w = f — c' (1- 



■,)^-,£ 



die Function /* ist definirt durch die Gleichung 



(173) 



dx % 






= o, 



und die Spannungen werden: 

Ez 

T+ii 

Ez 



(174) 



'« = - 



t 2t — 



h* = — 



1+1* 

Ez 

1+jti dxdy 



(S - <-> i) 



Es ist charakteristisch, dass sämmtliche Spannungen hier mit 
z das Zeichen wechseln; dass die Spannungen also im untern 
Theil der Platte den Spannungen im obern Theil genau gleich 
und entgegengesetzt sind. Auch die Zugkräfte also, welche der 
Platte parallel auf den Rand derselben wirken, sind zu beiden 
Seiten der Mittelfläche gleich und entgegengesetzt. Sie üben 
daher in ihrer Gesammtheit weder Zug noch Druck aus, sondern 
wirken nur als Drehungsmomente; und so ist der Charakter der 
vorliegenden Formeln und der durch sie ausgedrückten Verschie- 
bungen Biegung durch blosse Kräftepaare. 

Die Mittelfläche selbst erfährt keinerlei Spannungen, wohl 
aber eine Gestaltsveränderung, in der Weise, dass ihre Punkte 
nicht seitlich (denn u und v verschwinden mit z) sondern normal 
verschoben werden. Die einzelnen Fasern hingegen bleiben ge- 
radlinig, indem sie nur ihre Richtung ändern. Setzt man näm- 
lich x = x + w, y =s y + v, z = z + n>, so kann man 
aus (172) bis auf Grössen höherer Ordnung die Gleichungen ab- 
leiten : 

(df cx\ 



y = y 



i ( df 



dy 



(.-,) <i > 
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Betrachtet man x, y, die Coordinaten für die natürliche 
Lage der Faser, als constant, so sind dies die Gleichungen zweier 
Ebenen, welche sich in der verschobenen Lage der Faser durch- 
schneiden. 

Der einfachste aller Fälle ist der, wo auch f verschwindet, 
und also nur übrig bleibt: 

1 — (i , 1 — fi , 

u = — — cxz, v = cyz 

2 2 * 

w = -\ [(i-ri(^+tf)+f<] 

__ Ezc{\— (i) 

Dieser Zustand kann offenbar bei jeder Platte, ganz unab- 
hängig von der Gestalt derselben, auftreten. Jede Fläche, wel- 
che der Mittelfläche parallel geht, hat in jedem ihrer Punkte 
gleiche Spannung, da i n , t 82 , von #, y unabhängig sind; und 
diese Spannung besteht in einfachen nach allen Seiten hin glei- 
chen Ausdehnungen, da i u = t ti und da die auf Verschiebungen 
der Elemente gegen einander hindeutende Spannung t i% ver- 
schwindet. 

Die Gleichungen der verschobenen Fasern werden 

y'=y (l + LzJtc z^ 

Die Geraden, welche biedurch dargestellt sind, schneiden 
sich alle in demselben Punkt der ZAxe, 

2 

X =0, y = 0, Z = — j- r-; - r 

(1 — (l) c 

Man kann also die verschobenen Fasern als Strahlen auflas- 
en, welche von einem einzigen Punkte ausgehen. Endlich wird 
die Gleichung einer der Mittelfläche parallelen Fläche nach der 
Verschiebung, bis auf Grössen höherer Ordnung, indem man 
2 = z + w bildet und in tu die ursprünglichen Coordinaten 
x >y durch die verschobenenen x y ersetzt: 

^ = * - f [(i - rt (*" + y' s ) + \>*)\ 



— 184 — 

Man erkennt hierin sofort eine Rotationsparaboioid, dessen 
Scheitel durch 



/ 



x =0, y =0, z = z z* 

gegeben ist. Bezeichnet man .für den Augenblick die Coordina- 
ten z des Scheitels durch £, so kann man die obige Gleichung 
auch in der Form schreiben: 

Man sieht daraus, dass die verschiedenen Paraboloide con- 
gruent sind und sich nur durch die Lage des Scheitels unter- 
scheiden, da die unterscheidende Grösse z nur in ? enthal- 
ten ist. 

Diese äussern Kräfte, welche diesen Zustand hervorzubringen 
im Stande sind, werden durch die Gleichungen (134), (135) ge- 
geben. Man hat für den vorliegenden Fall: 

E cz 

X = 1,2 = : cos» 

1 2 r 

Ec'z , 

Y = Y. z =s sin». 

1 2 r 

Die Kräfte sind also für jede Seite des den Rand 
bildenden Cylinders ^dieselben, und überall normal, 
da X : Y = cosp : sinp. Sie sind endlich in den verschiedenen 
Punkten derselben Cylinderseite den Abständen von der Mittelfläche 
proportional; Null in dieser selbst, wachsen sie nach beideu 
Seiten derselben in entgegengesetztem Sinne. 



§ 46. Biegung durch Kräftepaaxe, bei welcher die Peripherie 
der Mittellinie auf eine gegebene Oberfläche zu liegen kommt 

In der allgemeinen Untersuchung, wo auch die Function f 
auftritt, werden die am Rande der Platte zu erfüllenden Bedin- 
gungen aus (135): 

( Ec'cosp E fd 2 f , d*f . \ 

^ X > = ~ H^ U? cosp + £* Slnp ) 

Ec'sinp E ( #[ Vf . \ 
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Die auf den Punkt x, y, z des Randes wirkenden Kräfte 
haben dann die Componenten X i z , F t z; es ist bereits darauf auf- 
merksam gemacht worden, dass die Functionen X f T nicht beliebig 
gewählt werden dürfen. Das Problem also, die Biegung der 
Platte beliebig in der oben angegebenen Weise zu bestimmen, 
lässt sich durch die hier angewandten Vorstellungen nicht lösen. 
Aber man kann eine Reihe von andern bemerkenswerthen Pro- 
blemen lösen, von denen ich hier nur eines erwähne: 

Durch passende, in der angegebenen Weise wir- 
kende Kräftepaare soll die Platte so gebogen 
werden, dass die Peripherie der Mittelfläche 
nach der Biegung auf einer beliebig vorge- 
schriebenen, der ursprünglichen Peripherie 
sehr nahe kommenden Oberfläche liegt. 
Sei nämlich die Gleichung der gegebenen Fläche 

F {x, y, z) = 0, 

so dass für alle Punkte in der Peripherie der Mittelfläche diese 
Function einen sehr kleinen Werth habe. Führen wir nun statt 
#, y,z die Coordinaten x + u, y + v, z + w ein, welche nach 
der Verschiebung auftreten; die Bedingung des Problems ist, dass 
in der Peripherie der Mittelfläche 

F (x + u, x + v, z + w) = 

sei. Entwickeln wir nach Potenzen von u, v, w und vernachläs- 
sigen die höhern, so erhalten wir 

F [x, y,z) + u F' (x) +vF' (y)+w F' (z) = 0, 

eine Gleichung, deren Terme sämmtlich sehr klein und unter 
einander vergleichbar sind , wenn nur der Werth von F (x, y, z) 
d- h. die Abstände der ursprünglichen Peripherie von der ge- 
gebenen Fläche sich innerhalb gehöriger Grenzen befinden. Aber 
för die Mittelfläche, wo z = 0, hat man aus (172): 

x* 4- v* 
u = v = 0, tv = f — c (1 — gi) — -*-£- . 

Die Bedingungsgleichung reducirt sich also auf 

r ' ' /i \ ** + y* F(x,y f z). 

' v r/ 2 I*(z) 

°der es lässt sich das Problem ersetzen durch das einfachere: 

Die Platte soll durch die Kräftepaare so gebogen 



/ 
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werden, dass die Peripherie der Mittelfläche 
senkrecht zu dieser Fläche selbst gegebene 
Verschiebungen erleidet. 
Ist N die Function, welche diese Verschiebungen darstellt, 
so rauss also f ausser der allgemeinen Bedingung 

*L 4. ?? — o 

da* "■" dy> 

noch die Bedingung 

(175) tv=f-c' (1-p) *±£- = N 

an der Peripherie der Mittelfläche erfüllen. 

Dies'ist auf unendlich viele Arten möglich ; man kann nämlich 
der Constanten c noch alle möglichen Werthe beilegen, dann 
aber ist f jedesmal vollständig bestimmt. Man kann also eine 
Lage der Platte der vorgeschriebenen Bedingung ge- 
mäss jedesmal finden, indemman ihren ganzen Rand 
noch beliebigen aber überall gleichen Kräftepaaren 
unterwirft, welche um die Tangenten der Peripherie 
der Mittelfläche drehen. 

Ich werde die Aufgabe für den speciellen Fall durchführen, 
wo die Peripherie ein Kreis ist. Setzt man dann wieder 

x = r cos# , y = r sin# , 

so ist die allgemeinste Lösung der Gleichung für f, welche hier 
zulässig ist, indem sie für r = keinen unendlich grosen Werth 
crgiebt, folgende: 

/*= B + A t r cos -9- + A % r ? cos2# ... + B t r sm# + B t r % sin2# . . . 

Um dies einzusehen, darf man etwa nur auf das in § 44 
behandelte Problem zurückgehn, wo für die Function £, wenn 
man aus (158) rj eliminirt, die nämliche Gleichung gefunden 
wird, welche hier für /"gilt, und wo in (165) die Reihenent- 
wickelung von £ genau mit der für f angenommenen überein- 
stimmt. 

Ist nun a der Radius der Peripherie, so nimmt die Bedin- 
gungsgleichung (175) die Gestalt an: 

N = A — —^~- a* + Ä v a cosd + A t a % cos2d . . . 

+ B t a sin# + B % a % sin 20 ... 



v» 



Die gegebene Grösse N kann man sich dabei als Function 
von # denken. Die Formeln (168 b ), (168 c ) p. 174 und die dort 
angewandte Methode liefern dann sofort die folgende Bestimmung 
der Constanten: 

/ a= c 1z^^ + Jl fett 

o 

In 



',= -?- fr 



2n 

B { = ^- IN sini&dd, 
o' 
wodurch das Problem gelöst ist. 

Statt der Verschiebungen u, v bestimmt man bequemer die 
Verschiebungen parallel dem Radius r und senkrecht dagegen. 
Diese werden nach (172) und mit Rücksicht auf die Darstellung 
der Differentialquotienten nach r und & in (163): 

o , . o (df c(l— » \ 

u costf + v sin# = — z\r=- — — — rl 

\dr 2 / 

9f 



v cos# — u sinfr = — z 



rd& 



_ c (1 fl) u cz % 

tv = f - — r* — - > 

' 2 2 

°der, wenn man die obigen Reihen einfuhrt: 

/c(l—u) 
«cos# + v sind' = z l-i_ O r — A t cosO— 2^ 2 rcos20... 

~B l sin# — 2 J £ 2 rsin2#... J 
t>cos#_ w sind = z(^ 1 sin# + 24 l rsin2ä\.. 

— ^cosd — 2# 2 rcos2<Ö\..) 

* = ^ + C ^"""^ («'— r 2 )— ftz 2 + ^ ircos ^ + ^ r 2 cos2 ^... 

+ J # 1 rsind + J? 2 r t sin2d... . 

Die Kräfte, welche diese Zustände hervorzubringen geeignet 
s ind, haben nach dem Vorigen die Componenten 

woJTj, Fj aus den Gleichungen (174 a ) zu entnehmen sind. Auch 
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hier ist es zweckmässig nicht die den Axeu parallelen Compo- 
nenten zu bestimmen, sondern diejenigen, welche in die Rich- 
tung des Radius und in die Richtung der Tangente der Peripherie 
fallen. Bemerken wir, dass im vorliegenden Fall für jene For- 
meln p mit # zusammenfallt, und dass für jede Function y 
[nach (163)]: 

d<p A . dtp . dq> 

— cos# + — sin# = — 

ox oy dr 

so hat man zunächst aus (174 a ): 

Ec cosft _ _£_ d_ (df\ 
1 — 2 1+ft dr \fa) 

_ E c sin fr _ E d_ /d[\ 
Yi ~ 2 1+^ dr \ty) ' 

ferner aber, mit Anwendung derselben Formeln: 

Ec E d*f 

X, cos» + F, sin* = - _— -f 

Dies giebt die gesuchten Componenten, wenn man mit z 
multiplicirt; die erste wirkt dann in Richtung des Radius und 
dreht um die Tangente, die zweite wirkt umgekehrt in Richtung 
der Tangente und dreht um den Radius. Die Einführung des 
Werths von f giebt endlich, wenn R, T die soeben beschriebe- 
nen Componenten bezeichnen: 

TP '/» f 9 Wt. 

R = — —t— (2^ 8 cos2# + 6A. rcos3fr + ... 

+ 2 J? g sin 2 A + GB 3 r sin3# . . .) 

Ez 
T = — (2A 2 sin2 A + 6 A s r sinfö + ... 

Tr 

— 2B t cos2# — 6 B 3 r cos3#. . .). 

Ich füge noch eine Bemerkung hinzu, welche geeignet ist 
das Problem in ein helleres Licht zu setzen. 

Nach den Formeln (31), (32) p. 48 ist die Veränderung, v der 
Volumenheit auch dargestellt durch die Gleichung 
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v = ^r* (/ » + *» + f ^- 



In dem vorliegenden Falle ist * 33 = 0, und wegen der Glei- 
chung für f erhält man aus (174): 



also auch 



'ii + t tt =Ecz . j-j-J. 



(1— (i) jl—2fi) , 
v = - -^ — . cz 



Diese Grösse verschwindet mit c; es ist also ein besonderes 
Kennzeichen derjenigen Verschiebungen, welche von der Func- 
tion f allein abhängen, dass bei denselben nirgend eine 
Volumenveränderung auftritt. So ist also das im 
Vorigen behandelte Problem, welches, wiewir sahen, 
unendlich viel Auflösungen gestattete, auf eine, und 
nur auf eine Weise lösbar, wenn man die Bedingung 
hinzufügt, dass an keiner Stelle der Platte Volumen- 
veränderungen erscheinen sollen. Alsdann muss die bis- 
her willkürlich gebliebene Constante c verschwinden. Jedem 
andern speciellen Werth von c aber entsprechen ganz bestimmte 
Volumenveränderungen in der Platte, welche in der Mittelfläche 
verschwinden, zu beiden Seiten derselben proportional der Ent- 
fernung von dieser Fläche zunehmen, indem sie auf der einen 
Seite als stetig wachsende Ausdehnungen, auf der andern als 
stetig wachsende Zusammenziehungen erscheinen. 



Theorie elastischer Körper, deren Dimensionen 
zum Theil sehr klein (unendlich klein) sind. 



§ 47. Allgemeine Grundlage der Theorie von Körpern, deren 
eine oder zwei Dimensionen sehr klein sind. 

Eine strenge Theorie solcher Körper, deren ein oder zwei 
Dimensionen sehr klein werden, verdanken wir Kirchhoff, welcher 
in seiner Abhandlung „über das Gleichgewicht und die 
Bewegung eines unendlich dünnen elastischenStabes" 
(Crelles Journal Bd. 56.) die zu befolgenden Principien entwickelt 
hat. Ich werde im Folgenden seine Methode mit einigen Modi- 
ficationen darstellen , indem ich mich jedoch dabei auf un- 
crystallinische Körper beschränke. Die Methode wird dadurch in 
nichts verändert, die Rechnung bedeutend vereinfacht. 

Es ist schon oben (§ 13) erwähnt, dass in dem Fall eines 
Körpers dessen Dimensionen in irgend einer Richtung sehr klein 
sind, die Verschiebungen nicht mehr sehr klein anzunehmen sind, 
wenn allerdings auch die Verschiebungen innerhalb eines Elementar- 
parallelepipedons, welche oben durch a, ß, y, q>, %, ty bezeichnet 
wurden, nicht aufhören dürfen, sehr klein zu sein. Denken wir uns 
den ganzen Körper in kleine Theile zerlegt ; einen Stab in kleine 
Stäbe, deren Querschnitt der sehr kleine Querschnitt des gege- 
benen, deren Längen die Elemente einer Längsaxe werden; eine 
Scheibe in kleine Prismen, deren Höhe mit der sehr kleinen Dicke 
der gegebenen Scheibe übereinkommt, und deren Querschnitte 
Elemente ihrer Mittelfläche sind. In jedem Fall dürfen diese 
kleinsten Theile nur sehr kleine Verschiebungen in sich 
erleiden; aber die Verschiebungen der einzelnen Elemente können 
sich in der Weise addiren, dass die räumliche Verschiebung 
eines Elements sehr bedeutend wird. 

Aber selbst die kleinen innern Verschiebungen können hier 
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einen etwas andern Charakter annehmen, wie in den früher be~ 
-trachteten Fällen. Die Biegungen eines Stabes von endlichem 
Querschnitt blieben überall sehr klein, indem die dabei auftre- 
tenden Constanten, denen die Biegungen proportional wurden, 
sehr kleine Werthe erhielten. Dies ist nicht mehr nöthig, wenn die 
Dimensionen in irgend einer Richtung sehr klein werden. Denn 
alsdann kommen durch die Kleinheit dieser Dimensionen in die For- 
meln sehr kleine Factoren, welche von der Ordnung der Dimensionen 
selbst sind; daher können jene die Verschiebungen begleitenden 
Constanten endliche, selbst sehr grosse Werthe annehmen, ohne 
dass die Kleinheit der innern Verschiebungen eines Elements be- 
einträchtigt wird. Was in solchem Fall nicht mehr durch die 
Kleinheit der begleitenden Constanten erreicht wird , ist dann eine 
Folge der Kleinheit derjenigenFaetoren , welche den sehr kleinen 
Dimensionen proportional sind. 

Jedenfalls darf man die Gleichungen, von welchen oben das 
elastische Verhalten der Körper abhängig gemacht wurde, hier 
nicht mehr anwenden, da sie wesentlich auf der Vernachlässigung 
von Quadraten und Producten der Verschiebungen und ihrer 
Differentialquotienten beruhen. Aber allerdings sind sie noch 
anwendbar auf die innern Verschiebungen der Elemente, in welche 
soeben die hier zu betrachtenden Körper zerlegt wurden. Ueber 
die Anwendung jener Gleichungen nun auf diese Elemente besteht 
ein Satz, welcher von Kirchhoff herrührt, und von dessen Richtig- 
keit man sich leicht von vorn herein überzeugt. Dieser Satz, 
«ine der wesentlichsten Grundlagen der Theorie, ist folgender: 
Die innern Verschiebungen eines sehr kleinen Kör- 
pers sind nur abhängig von den Kräften, welche 
auf seine Oberfläche wirken, nicht aber von 
denjenigen, welche auf sein Inneres wirken, 
vorausgesetzt, dass die letztern nicht gegen 
die erstem ausserordentlich gross sind. 

Man sieht diesen Satz sofort ein, wenn man folgende Er- 
wägung anstellt. Nehmen wir an, dass die Grösse der auf das 
Aeussere wirkenden Kräfte, bezogen auf die Flächeneinheit, und 
™e Grösse der auf das Innere wirkenden Kräfte, bezogen auf die 
Volmneneinheit, entweder vergleichbar seien, oder die erstere sehr 
P"088 gegen letztere ; nur der umgekehrte Fall sei ausgeschlossen, 
tonn ist die Grösse der wirklich auf die Oberfläche des kleinen 
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Körpers wirkenden Kraft der ganzen Oberfläche oder einem Theil 
derselben proportional, erhält also jedenfalls einen Faktor, welcher 
von der Ordnung der Grösse dieser Oberfläche ist. Die absolute 
Grösse der auf das Innere wirkenden Kraft hingegen wird proportio- 
nal mit seinem Volumen. Sind nun die Dimensionen des kleinen 
Körpers kleine Grössen erster Ordnung, so ist seine Fläche von der 
zweiten Ordnung, sein Volumen von der dritten; der Faktor also, mit 
welchem die auf das Aeussere wirkenden Kräfte behaftet sind, 
ist um eine Ordnung niedriger, als derjenige, mit welchem die 
auf das Innere wirkenden Kräfte behaftet sind. Sind also nur 
die letzten nicht an sich gegen die erstem sehr gross, so wird 
ihre Wirkung sehr klein gegen letztere und ist somit zu vernach- 
lässigen. Ich bemerke, dass genau dasselbe Princip bereits im 
Anfang unserer Untersuchung benützt wurde, indem man die 
innern Verschiebungen eines Elements nur von den auf seine 
Oberfläche wirkenden Spannungen, nicht aber von den auf sein 
Inneres wirkenden Kräften abhängig machte. Was dort auf Kör- 
per von unendlich kleinen Dimensionen angewandt wurde, er- 
scheint hier als zulässig bei Körpern von sehr kleinen Dimen- 
sionen: in jedem Fall aus dem nämlichen Grunde, dass man 
Grössen, welche die kleinen Dimensionen in höherer Ordnung 
enthalten, gegen solche vernachlässigt, in denen niedrigere Ord- 
nungen auftreten. 

So werden denn also die innern Zustände jener Elemente 
nur von den Kräften abhängig, welche auf ihre Oberfläche wir- 
ken. Denken wir uns auf die freien Oberflächentheile keine 
äussern Kräfte wirkend, so sind es die von den angrenzenden 
Theilen herrührenden Spannungen, welche allein bestimmend 
werden. Die auf das Innere wirkenden Kräfte sind deshalb nicht 
wirkungslos. Denn denken wir uns ein Endliches Stück aus dem 
Körper herausgelöst, so sind die Spannungen selbst, welche das 
Stück mit den angrenzenden Theilen verbinden, durch die auf 
sein Inneres wirkenden Kräfte wesentlich bedingt, denen sie das 
Gleichgewicht halten müssen. 

§ 48. Dünne Stabe (Federn, Drähte). Betrachtung der Element*. 

Ich werde mich zunächst mit Körpern beschäftigen, bei wel- 
chen zwei Dimensionen sehr klein sind, also mit sehr dünnen • 
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Stäben. Und zwar denke ich mir dieselben zunächst als ursprüng- 
lich geradlinig; der Querschnitt soll überall derselbe sein. Der 
Stab wurde oben bereits als aus kleinen Elementen der Länge nach 
zusammengesetzt gedacht; aus kleinen Cylindern, deren krumme 
Oberfläche keinen Kräften unterworfen ist, bei welchen man die 
auf das innere wirkenden Kräfte vernachlässigen kann, welche 
an den -ebenen Endflächen durch die von den angrenzenden Thei- 
len herrührenden elastischen Kräfte ergriffen sind. Nun wurde 
aber im Früheren das Problem behandelt, den Gleichgewichtszu- 
stand eines Cylinders zu bestimmen, wenn die Gomponenten und 
Drehungsmomente gegeben sind, welche auf seine Endflächen 
wirken. Zwar waren jene Formeln nur bei einer gewissen Ver- 
theilung der Kräfte streng richtig, aus welchen jene Componen- 
ten und Drehungsmomente sich zusammensetzen. Aber die dabei 
eintretende Ungenauigkeit wird offenbar um so grösser, je grösser 
der Querschnitt ist, und wird verschwindend klein, wenn der 
Querschnitt selbst verschwindend klein ist, wie in dem vorliegen- 
den Fall. Wie also auch dann in Wirklichkeit die eintretenden 
Spannungen über den Querschnitt vertheilt seien, immer wird 
man sie sich bis auf Grössen höherer Ordnung so vertheilt denken 
können, wie die oben in dem de Saint -Venantschen Problem er- 
haltenen Formeln sie ergeben. Man kann also jene Formeln sofort 
auf die kleinen Verschiebungen anwenden, welche im Innern eines 
der gedachten Elemente auftreten. 

Es sind die Gleichungen (65) p. 79 auf welche ich mich stütze, 
und in welchen nur, wie oben bewiesen, b = zu setzen ist. 
Legen wir den Anfang derCoordinaten in denjenigen Punkt, welchen, 
in der verschobenen Lage, der Schwerpunkt des einen das Element 
begrenzenden Querschnittes einnimmt; die positive ZAxe sei die 
Tangente der Curve, -welche die Schwerpunktslinie des Elements 
dann bildet. Es müssen also in jenen Gleichungen w, v, w für 
s=0, y = 0, z = verschwinden, und da Sl ohnedies für diese 
Werthe seiner Definition nach verschwinden sollte, so folgt daraus: 

a = 0, a =0, c = 0. 

Aber auch für den nächsten Punkt der Axe, dessen Coordi- 
naten 0, 0, dz sind, sollen u, v verschwinden, da derselbe der 
2Axe angehören soll. Es folgt daraus weiter, dass 

b' = 0, b" = 0. 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 23 
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Endlich legen wir die ZAxe so, dass sie die Curve im An- 
fangspunkt berührt, welche durch die Protection der verschobenen 
Lage einer Ilauptaxe der. Endfläche auf die zur ZAxe senkrechte 
Ebene gebildet wird; die FAxe fallt dann von selbst in die gleiche 
Richtung bezüglich der andern Ilauptaxe. In der That wird beides 
erreicht, wenn man 

a = 

setzt; denn für die auf den Hauptaxen dem Anfangspunkt sehr 
nahe liegenden Punkte, deren Coordinaten sind: 

dx, 0, 
0, dy, 

hat man dann die Verschiebungen: 

u = — (ia dx, v = 0, 
u = 0, v = — (iady; 

so dass also die Projection des ersten Punkts auf den Querschnitt 
auch nach der Verschiebung auf der ZAxe, die des zweiten auf 
der FAxe bleibt. Durch diese Annahmen ist die geometrische 
Lage des Coordinatensystems völlig, bestimmt. In der natürlichen 
Lage des Stabes rückt dasselbe, wenn man es mit dem Element 
fest verbunden denkt in diejenige Lage hinein, in welcher die 
ZAxe mit der Richtung der ganzen Stabaxe zusammenfallt, die 
X, FAxen aber die Hauptaxen des Querschnitts werden. Die 
Ausdrücke der Verschiebungen im Innern des Elements werden 
nunmehr: 

/ x 2 —y 2 \ ( x 2 v 2 \ 

u= — fi[ax + a l — \ra % xy)— f«(V- y~ +b 2 xyj 

z 2 . z' 



(1). 



+ b a yz — a. — — b. „ 



/ y* X *\ / y* £*\ 

v = — p\ay + a t xy + a 2 ——J— ( iz[b l xy + b 2 —j-J 



z 2 z z 

— b zx — a 2 — — 6 2 - 



z 2 



n> = z(a + a k x + a t y) + - [b t x + b % y) 
+ & — b l xy 2 — b 2 x*y; 
die Spannungen aber sind: 
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'sa = E [(« + «i« + a *y) + ' (*i* + *,y)] 



(!»)• 



'., = 



• < 



E 



2(l+f») 



[>* - », "— 



± ^ M -*w + 9 



*23 



e r 



2 "*" a y J 



Die geometrische Lage des Coordinalensystems ist hier ein 
wenig anders bestimmt, als in den früheren Betrachtungen; die 
Ausdrücke der Spannungen werden selbstverständlich dadurch in 
keiner Weise geändert. 

Diese Gleichungen gelten nur für sehr kleine Werthe von 
a\ y, z; für sehr kleine Werthe von x und y, insofern die Quer- 
schnitte des gegebenen Körpers sich nur auf ein sehr kleines 
Gebiet in der JTFEbene erstrecken; für sehr kleine Werthe von 
*, insofern dieselben ausdrücklich nur auf ein kleines Stück des 
Stabes angewandt werden. 

Es ist vor allem wichtig, sich über die Ordnung der in diesen 
Formeln auftretenden Grössen zu orientiren. Bezeichnen wir 
durch £ eine Zahl, weiche von der Ordnung der Querdimensionen 
des Stabes ist, so sind x, y, z von der Ordnung e. Die Grössen, 
a, a L , a t , b , b v b 2 drücken sich nach den Formeln (86) p. 102 
durch die Componenten und Drehungsmomente aus, welche auf den 
Endquerschnitt des Elements wirken, und welche im Allgemeinen 
von gleicher Ordnung sind, oder wenigstens nicht unterhalb einer 
gewissen allen gemeinsamen Ordnung fallen. Nimmt man der 
Einfachheit wegen den Querschnitt für die Hauptaxen symmetrisch 
an, so sind jene Formeln: 



(2) . . . . 



a 



a Ä 



a. 



Eq* 



K = — 



C 



EQ*q 



üt-> b i 



B 

Ek 2 q 

Ä 

Ey*q 



, K = 



El*q 
B 



Etfq ' 



wo der Kürze wegen 



13 



* 
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»• — MTT7, [' + '- 7 /(*f-tH 

gesetzt ist. Hier sind die Trägheitsradien x, A von der ersten 
Ordnung; ebenso &, wie aus der Untersuchung von B folgt, 
welche zugleich mit der von B i9 J3 2 , den andern in Sl auftreten- 
den Functionen, geführt werden soll. 

Man hatte: 

Ä = b 9 B + b x B t + b % B %9 

wo die Functionen B im ganzen Querschnitt den Gleichungen 

da? " r 9y* 
^ + ?£ = 

da? 2 dy % 

genügen mussten, in der Peripherie aber den Gleichungen: 

dB dB . 

— - cosp + -r- 5 * sinp = # sin/) — y cosp 

&t cy 

dB. dB, . ux l +(2—u)y 2 , . , . 

-^ cosp + — - 1 smp = x - '— cosp + {(i + 2) a:y sinp 

dB * jl dB. . . , . , fiy*+(2— i*)* 2 • 

-T- 5 cosp + -7— - sinp= (i*. + 2) a;y cosp + ■ — — sinp. 

ex ey 2 

, Setzen wir in diesen Gleichungen 

x = bx\ y = sy\ 
so sind, da x, y überall von der Ordnung s sind, x', y endliche 
Zahlen; die Gleichung des Querschnitts geht in eine Gleichung 
zwischen x und y über, welche nichts anderes darstellt als die 
Figur des Querschnitts selbst, im Verhältniss von s : l vergrössert, 
mithin eine Figur von endlichen Dimensionen, da die Dimensionen 
der ursprünglichen Figur von der Ordnung e waren. Die Grössen 
cosp, sinp bleiben bei diesem Uebergang endlich. Und man 
erhält also für die Peripherie die Gleichungen: 

dB Q dB Q . , . , 

-£-? cosp H — ;r-7 smp = e(x sinp + y cosp) 
cox sey 

l§ cos * + w sinp ^ st f^T^ ™* + ^+^'y sin 'l 



wo alle vorkommenden Grössen bis auf s endlich sind. Mittler- 
weile verändern sich die allgemein zu erfüllenden Gleichungen 
für B Q9 B k , B t durch diese Substitution gar nicht, nur dass x, y 
in denselben an die Stelle von x, y treten. Aus allen Gleichun- 
gen also verschwindet s gänzlich, wenn man setzt: 

B q = b*B;, B i = e B B i \ B % = s*B 2 '; 

und man darf daher B ', 2?/, B 2 ' als überall innerhalb des Quer- 
schnitts endliche Grössen betrachten. Man sieht also, dass B 
von der Ordnung e 2 ist, B t und B % aber von der Ordnung e 3 ; 
die Differentialquotienten von B sind dann nach den eben ent- 
wickelten Betrachtungen von der Ordnung e 2 . 

Hieraus erkennt mau, dass # wirklich von der ersten Ordnung 
ist, indem alle Glieder von &* von der zweiten werden. Reducirt 
man aber die Ausdrücke der u, v, w mit Hülfe der Gleichungen 
(2) und der soeben angestellten Betrachtungen auf die Terme 
niedrigster Ordnung, so bleibt: 



(4) . . . 



1 



Equ — — \lÄ -| + B' 



Eqv = (*B' 
Eqw = — B' 



xy 
x 2 

xy 
k* 

xz 

I 2 " 



fi(* 2 — y 2 ) + * 2 Cyz 



2 k 2 



2 TT 

X* ' 



+ 



(fxz 



Gleichungen, welche nur noch von den Drehungsmomenten ab- 
hängen, von den Componenten A, B, C aber völlig frei geworden 
sind. Will man auch den Fall berücksichtigen, wo die längs der 
Axe des Elements wirkende Componente C vorwiegend gross wird, 
so hat man diesen Gleichungen nur die Glieder 
(4a) — (iCx, — (i Cy, Cz 

hinzuzufügen. Der Fall wo A, B vorwiegend gross werden, erfor- 
dert ebenso die Beibehaltung der Terme: 

6 * 2 

y 2 — x* \ Bz s 

2 x 2 / 6 x 2 

AB, , BB % Axy* 



(4b) 



(iz [A 



(• 



g 2 — y 2 

2 X 2 



+*?)- 



(Axy 



£. (-iE 

2 U ! 



+ B 

By 



+?) + 



I „2 12 



Bx*y 



X 2 ' x 2 X 2 

und in Folge dessen besondere Betrachtungen. 



%* 
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§ 49. Bedingungen für die Continnitat des ans den betrachteten 

Elementen gebildeten Stabes. 

Wenn so Ausdrücke gefunden wurden, welche Zustände eines 
dem Körper angehörigen Elements darstellen können, so ist es 
noch fraglich, ob diese Zustände auch der Art sind, dass Elemente, 
welche sich in denselben befinden, einen continuirlichen Körper 
bilden können, wie es hier der Fall sein muss. Zur Entscheidung 
dieser Frage, und zugleich zur Bestimmung der Gestalt des ge- 
bogenen Stabes fuhrt folgende Untersuchung. 

Seien , bezogen auf irgend ein gegebenes Coordinatensystem, 
£, % £ die Coordinaten desjenigen Punktes, den wir oben, in 
Bezug auf ein Element des Stabes, zum Anfang der Coordinaten 
x, y, z gewählt haben. Dieselben sind verschieden für die ver- 
schiedenen Elemente, und zwar bildet die Reihenfolge aller Punkte 
£, % £ die Schwerpunktslinie des Stabes. Diese ist ursprünglich 
gerade gedacht; ist dann s die Entfernung des Punktes, welcher 
später die Coordinaten ij, rj, £ annimmt, von dem einen Ende des 
Stabes, so kann man |, % £ als Functionen von s betrachten. 

Die Lage des in jenem Element angenommenen Coordina- 
tensystems ist in Bezug auf das im Raum fixirte System 
X\ ¥', Z' in folgender Weise bestimmt. Ziehen wir in dem 
Coordinatensystem der x, y, z von dem Anfangspunkt §, % £ nach 
dem Punkt x, y, z eine gebrochene Linie, welche Anfangs, eine 
Strecke x hindurch, auf der ZAxe, vom Ende dieser Strecke, 
eine Strecke y hindurch parallel der FAxe verläuft, endlich vom 
Ende dieser zweiten Strecke, parallel der ZAxe, eine Strecke 
z hindurch vorwärts geht; diese gebrochene Linie endigt im 
Punkte x, y, z. Die Coordinaten x\ y, z 9 dieses Punkts bezüg- 
lich des festen Systems im Raum bestehen dann respective aus 
den Strecken §, % £ und aus den Projectionen der gebrochenen 
Linie auf die Axen der x', y, z. 

Bezeichnen wir nun die Cosinus der Winkel, welche die 
JlfAxe gegen die Axen der x\ y , z bildet, durch cc k , ß n y if die 
Cosinus der Winkel, welche die Y und ZAxen bilden, ebenso durch 
a 2> ß%> 7% un( l durch a, jS, y. Dann erhält man auf die ange- 
gebene Weise für die Coordinaten x, y, z folgende Ausdrücke: 
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* = £ + Yx x + 7%y + V z - 

Nach der Verschiebung aber hat der Punkt x, y, z die Coor- 
dinaten x + w, y+v, s + w gewonnen. Die vorstehenden 
Gleichungen also geben sofort, statt allgemeiner Beziehungen zwi- 
schen Coordinatensystemen , die verschobenen Coordinalen des in 
einem Element £, % £ befindlichen Punktes x, y, z, durch die 
Formeln an: 

Ix = £ -f a t (x + u) + cc 2 (y + v) + a (z + w) 

(4c) . . L' = v + ß i [x + M ) + ß t (y + v) + ß (z + w) 

u = ? + Yi ( x + u ) + y% (y + v ) + y {* + ^)- 

Betrachten wir jetzt den Stab als Ganzes, so sind darin 
nicht blos |, % ? sondern auch die Coeflicienten a etc. von einem 
Element zum andern veränderlich, und daher als Functionen von 
s anzusehen. Bemerken wir aber, dass wir von einem Punkte 
des Stabes zu einem, in der Richtung der Stabaxe ihm benach- 
barten, auf doppelte Weise fortschreiten können; einmal indem 
wir ihn als benachbarten Punkt desselben Elements auffassen und 
also z in z + dz verwandeln ; zweitens aber indem wir denselben 
in dem folgenden Elemente als genau ebenso gelegen auffassen, 
wie der erste Punkt in dem vorhergehenden Elemente liegt, indem 
wir also z ungeändert lassen, aber, von einem Element zum fol- 
genden vorgehend, s in s + ds verwandeln. Durch die eine 
Operation gehen x', y, z über in 



x+ te dz ' 


/ + £*. 


z + — dz, 


andere in: 






dx 
x + -5- ds , 

OS 


'■ + % *. 


> 1 dZ ' A 

z 4- — ds. 

^ ds 



Endlich ist aber ds = dz, da beide Grössen die Entfernung 
der betrachteten Punkte in ihrer natürlichen Lage ausdrücken. 
Ne Continuitat des Stabes ist nun offenbar gewahrt, wenn die 
obigen beiden Fortschreitungsarten wirklich immer auf denselben 
Punkt führen, d. h. wenn: 



dx dx' 


dy 


dy 


dz' dz' 


- ^^ — , 




^2 — 1 


___ — — — — — - 


dz ds 


dz 


ds 


dz ds 
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Und man bildet also die für die Continuitat des Stabes er- 
forderlichen Beziehungen, wenn man die obigen Ausdrücke von 
x, y, z auf beide Weise differenzirt und die Resultate einander 
gleichsetzt. Hiebei tritt s in £, rj, f, «..., und auch möglicher 
Weise in den Constanten a, b auf, welche die in dem Element 
eintretenden Verschiebungen u, v, w enthalten. Man hat daher aus 
den gegebenen Werthen von £, % f folgende Gleichungen: 

du . dv . drv 

TT + <*9 TT + <* -TT- 

ds T 2 ds^ ds 



du dv ( dw\ 



. d% . , , v rf«i . , . x d<*. , . , du 



ftS+".S+"(' + S)=ftS+ftg+^ 






du , dv . / dw\ dw , dt; . dw 

+ S + C* + «>S , +fr + '>2 , + (* + *>£- 

Diese Gleichungen vereinfachen sich sehr, wenn man folgend^ 5 
Erwägungen anstellt. 

Die neun Cosinus a, ß, y etc. sind nicht unabhängig von einan — 
der. Denn erstlich sind a, ß, y Cosinus, welche eine bestimmte 
Richtung gegen die Axen der x, y, z bildet, ebenso a, ß, y sin^ 
die Cosinus einer zweiten, a % , ß 2 , y 2 die einer dritten Richtung^ 
Zwischen diesen Grössen bestehen also die Gleichungen, welchem 
für die Cosinus einer jeden Richtung gelten: 

K* + fr 2 + r^ = i 
( 5 ) W + ßS + rS^i 

f a 2 + ß* + y* == 1. 

Aber jene drei Richtungen bilden die Axen der x, y, z und 
sind also gegen einander senkrecht. Es verschwinden also die 
Cosinus der Winkel, welche diese Richtungen gegen einander bilden, 
oder man hat: 

**« + ßzß +ny =° 

( ß ) {* «t + ß ßi +7 Vi = 



Endlich treten auch zwischen den £, % £ und diesen Cosinus 
Beziehungen ein. Denn die Richtung a, ß, y fällt mit dem 
Element der Schwerpunktslinie zusammen, dessen Projectionen 
auf die Axen der x, y, z die Grössen d£, drj, d£ sind. Die ur- 
sprüngliche Länge dieses Elements war ds. Hat sich dasselbe um 
od» verlängert, wo a eine kleine Grösse erster Ordnung ist, so 
werden also die Projectionen des Elements auch a ds (l -f- a), 
$ds(i + ö), y ds (l + a), und man hat also die Beziehungen: 

welche, mit Vernachlässigung der sehr kleinen Grösse a auch 
übergehen in: 



(8) 



dl dri dS 

ds ds ds ' 



Aus den zwischen den et etc. angeführten Beziehungen er- 
geben sich nun weitere durch Differentiation nach s, von welchem 
diese Grössen allein abhängen, nämlich: 



(9) 



1 ~ds~ 



dß, 
ds 



«--^+A^+y.^=o 



ds 



"* ~ds~ + ß * ~ds~ +y *ls--° 

da dß . dy 

et -^- + ß -±. + y -/- = 0, 



ds 



ds 



ds 



(10)., 



da* , dß , dy du* a dß 9 dy 9 



<fe 



1 <fe 

dct t . a dß t 



* ds 
dy. 



a 



*5+A* 






da 



<fe 



■A 









=— <** -r- — P* ir — n -r 1 = r, 



<fc 



dy 
ds 

dy, 



ds 



w obei r t , r 2 , r als neue Bezeichnungen eingeführt sind. 

Multiplicirt man nun die oben entwickelten Gleichungen 
z *ischen den Differentialquotienten von u, v, w zuerst mit a v ß t , y v 
dann mit <* 2 , ß %J y t , endlich mit a, ß, y und addirt jedesmal, 
80 erhält man mit Hülfe der so eben dargestellten Gleichungen 
die einfacheren Formeln: 
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(11)-. 



äT = 57 + r » (* + tt ) — r i fr + ») + * • 



dz 



ds 



(12) 



r 2 — 



Diese Gleichungen müssen nun, wenn die Formel u (4) wirk- F 
lieh mögliche Verschiebungen der Elemente, als einem continuir- 
liehen Körper angehörig, darstellen können, bis auf Grössen 
höherer Ordnung durch jene Formeln erfüllt sein. Bemerken 
wir nun, dass bei der Differentiation nach z sich die Grössen 
u, v, w immer um eine Ordnung unendlich kleiner Grössen er- 
niedrigen, was bei der Differentiation nach s im Allgemeinen 
nicht geschehen wird, und dass u, v, rv klein gegen x, y, z, so 
reduciren diese Gleichungen sich auch auf: 

du 

- = ry-r t z 

dv 

- = ri z-rx 

dm 

- = r t x — r { y + tf, 

und wenn man hier aus (4) die Werthe der ti, v, rv einführt, so 
erhält man durch Vergleichung der Coefücienten: 

Ä 



_ J(_ 
Eqk* 

C 
~ Eq&' 

während im Allgemeinen a, welchem in — kein Glied entspricht, 

von höherer Ordnung sein muss. Stellt mau sich hingegen C 
als gross vor gegen Ä 9 B\ C', und berücksichtigt noch die Ternie 
(4a), so erhält man weiter 

( 12a ) a = Tg 
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Die Berücksichtigung der Terme (4b), welche von den Kräf- 

n A, B abhängen, ist in dieser Weise nur dann möglich, wenn 

an die Vorausetzung aufgiebt, dass die Differentialquotienten von 

, v, w nach s von derselben Ordnung bleiben, wie u, v, w. 

elmehr muss man dazu annehmen, dass in den Ausdrücken von 

' ()v 3tv dv dr 

> — > — die Glieder — -> — 2 sehr gross werden gegen die 

ds ds ds ds ♦ . ° 

erthe von r i$ r 2 ; und man erhält dann, indem man in den 

eichungen (11) die betreffenden Terme von — ' tt* tt- zurück- 

v 7 es es ds 

hält: 



2b) 



dr a A dr t B 



s 



rfr, 



ds El 2 q ds E% 2 q 

Diese Erscheinung hat eine einfache Bedeutung. Man sieht 
raus, dass der Stab im Allgemeinen bestrebt sein wird, eine Ge- 
ilt anzunehmen, in welcher für keinen seiner Querschnitte die seit- 
hen Gesammtcomponenten unverhältnissmässig gross werden. Ist 
ihm nicht möglich eine derartige Gestalt in allen seinen Theilen 
zunehmen, so werden gewisse ausgezeichnete Punkte auftreten, in 
nen die gegen die Axe des Elements senkrechten Kräfte A, B 
rwiegend werden, und in denen dann zugleich eine der Grössen 

dt* 
1, _? oder beide sehr grosse Werthe erhalten. Um die geo- 

> ds 

etrische Bedeutung hiervon einzusehen, bemerke man nun, dass 
ir z = o, also in der Axe des Stabes nach (4): 

d*u _ J?_ _ _ dH Ä_ _ 

ä? ~ Eql* ~ ■ r% ' dz % ~ Eq% % ~ ^ 

Nun ist bereits früher (§38) darauf hingewiesen, dass die 
rossen links bis auf sehr kleine Grössen die reci- 
roken Krümmungshalbmesser derjenigen Curven be- 
eilten, welche man aus der Projection der Schwer- 
unktslinie auf die, durch die Axe des Elements und 
e eine Hauptaxe des Querschnitts gelegten Ebenen 
rhält. Eben diese Bedeutu ng haben also, abgesehen 
om Zeichen, r i und r 2 . Und in der Nähe jener ausgezeich- 
ieten Punkte muss also wenigstens einer dieser Krümmungs- 
lalbmesser sich sehr schnell ändern, da einer wenigstens von den 

Ar df 

Hfferentialquotienten ~> — 2 verhältnissmässig gross wird, 

US as 
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Es mag liiebei auch sogleich an die geometrische Bedeutung 
von r erinnert werden. Schon in § 27 wurde gezeigt, dass der 
Torsionswinkel eines Stabes von der Länge l durch bji ausge- 
drückt sei. In unserm Falle ist für l die Länge ds eines Ele- 
ments zu setzen; ferner ist 

C_ 

und es hat also r die Bedeutung, dass r ds die Torsion 
des Elementes ds anzeigt. 



b o = — t^t: = r > 



§ 50. Bedingungen für das Gleichgewicht des Stabes. 

Um nun endlich zur Bestimmung der wirklichen Gestalt des 
Stabes zu gelangen, bilden wir die Bedingungen des äussern 
Gleichgewichts für ein Element von der Länge ds, welches durch 
die aus den benachbarten Elementen entspringenden Componenten 
und Drehungsmomente, ausserdem aber durch äussere Kräfte er- 
griffen wird, welche auf das Innere des Elements wirken; wodurch 
dann zugleich das äussere Gleichgewicht des ganzen Stabes ge- 
sichert ist. 

Es wurden die Componenten, welche auf das Ende eines 
Stabes (hier eines Elements) in dessen Schwerpunkt wirkten, durch 
A, B, C bezeichnet, die Drehungsmomente durch Ä, B\ C\ alles 
bezogen auf das Coordinatensystem der x, y, z. Die Componenten, 
bezogen auf das im Raum feste System der x\ y, z', sind dann, 
indem man jede Componente auf die betreffende Axe projicirt 
und die Summe der Projectionen nimmt: 

nach der Axe X* : Aa t + B cc 2 + Ca 
nach der Axe Y : A & + B ß t + C ß 
nach der Axe Z' : Ay t -f- B y 2 -f* C y ; 
um ebenso erhält man die Drehungsmomente oder Kräftepaare: 

um die Axe 7t : Ä ct t + -#' a 8 + & a 
um die Axe Y : Ä ß i + B' ß % + (f ß 
um die Axe 7j : Ä y t + B' y % + (f y. 

Diese wirken mit entgegengesetzten Vorzeichen auf die eine 
Endfläche des Elements; auf die andere, mit beibehaltenem Zei- 
chen, die Grössen, welche durch den Uebergang von s in s + ds 
aus diesen hervorgehen. Zu beiden treten äussere Kräfte. Es 
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seien nun X'dxdyds, Y'dxdyds, 2? dxdyds die nach den Raum- 
axen gerichteten Componenten der äussern Kräfte, welche auf das 
Element dxdyds des Körpers wirken. Die Summen dieser Com- 
ponenten, erstreckt über das betrachtete Element qds, sind dann 

Uds, Vds, Wds, 

wenn U, V, W die Integrale 



dy 



ü= I jjfdxdy, F= I JY'dxdy, W= I JZ^dx 

bezeichnen, ausgedehnt über den ganzen Querschnitt. 

Bilden wir nun zuerst drei Gleichgewichtsgleichungen, indem 
wir die Summen entsprechender Componenten verschwinden lassen, 
so erhallen wir, nach Division mit ds, folgende Gleichungen: 

(Ja t + Ba t + Ca) + U = 



(13) 



ds 

±(Aß t + Bß t + Cß) + F = 

Jj (A 7i + B Yt + Cy) + W=0. 



Bilden wir gleicherweise drei weitere Gleichgewichtsbedingun- 
gen, indem wir die auf das Element wirkenden Kräftepaare, welche 
um jede der Axen X', Y', l! drehen, addiren und die Summen 
einzeln gleich Null setzen, so ist zu bemerken, dass aus den 
Kräften A, B Kräftepaare entspringen, indem diese, im Abstand 
ds von einander, parallel, entgegengesetzt, und bis auf unendlich 
Heine Grössen gleich, auf die entgegengesetzten Flächen des 
Elements wirken. Die Kräfte C, welche in die Axe des Elements 
selbst, also (bis auf unendlich kleine Grössen höherer Ordnung) 
in dieselbe Richtung fallen, geben kein Kräftepaar. 

Die Momente der erwähnten Kräftepaare sind Ads, B ds; 
*enn man ferner die Bezeichnung festhält, dass von der Seite 
der Axe gesehen, das Kräftepaar drehen soll, wie der Zeiger einer 
Ühr, und sich erinnert, dass von der positiven XXxe gesehen, 
der Zeiger einer Uhr sich durch 90° von der positiven FAxe zur 
positiven ZAxe bewegen sollte, so fallen die Axen der Paare in 
die + TAxe und in die — JTAxe. Ihre Componenten bezüglich 
der Axen X\ Y\ i sind also; 

a t Ads, ß^Ads, y 2 Ads 

— a t Bds, — ß t Bds, — y i B ds. 
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Zu diesen können noch Kräftepaare treten, welche von den 
äussern, auf das Innere wirkenden Kräften herröhren. Nach den 
im Vorigen gewählten Bezeichnungen sind ihre Momente nichts 
anderes, als die Drehungsmomente der Kräfte Xdxdyds, Y dxdy dz, 
Z dxdy dz f bezogen auf die den Haumaxen parallel durch den 
Punkt £, 17, f gelegten Drehungsaxen. Die Angrinspunkte derbe 
trachteten Kräfte, soweit sie auf jenes Element wirken, liegen alle 
in demselben Querschnitte, oder es ist für dieselbe in demjenigen 
Coordinatensystem X, Y, Z, dessen Anfangspunkt in |, r\, £ liegt, 
z = 0. Die gedachten Drehungsmomente werden also mit Rück- 
sicht auf (4 C ) p. 199: 

* ff[ Z ^ ~ n) ~ T ' {Z ' ~ Ö l *** 

= ds ff[ z ' iß** + fty) - r fo* + y t y)\ fody 
d*fj\*'(*' — — *(*' — ö] ***y 

= ds JJ \f(y x x + y t y) — ti{* x x'+ a t y)jdxdy 
ff[r[x - Q - r{y- ,)] dxdy 

= d8 ff[ ¥ '("i x + **y) - *(ßi x + m] dxd y> 

wo die Integrale wieder über den ganzen Querschnitt auszu- 
dehnen sind. 



äs 



Fuhrt man indess die Bezeichnungen ein: 

U t = I IX' x dxdy, U t = l ) X' y dx 



dy 



dxdy 



r, = jjrxdxdy, v t =JJr y 

W t = JJZ' x dx dy, W t = JJz'ydx dy, 

so erhall man für diese Momente die einfachere Form: 

(ßi w x + ß, W t - 7i V y - y t V t ) ds 

bi Vi + 7t u t - « t W t - « t W t ) ds 

K P, +«>''.- ft V t - ft UJ ds; 

und wenn man jetzt die Summen der Momente entsprechender 

Kräftepaare verschwinden lässt, so ergeben sich, nach Division 

mit ds, folgende drei weitere Gleichgewichtsbedingungen: 



i). 
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1 j- [A« l + B\ + Ca) + Aa t — Ba t 

+ AT. + ß t W t - y t r t - y t V t = 

£ {Äß x + B% + Cß) + Aß, - Bß t 

| (^y, + B'y* + (fr) + *u - *y, 



Die Gleichungen (13), (14) sind die sechs Gleichgewichtsbe- 
ngungen, um welche es 'sich handelt. Ich denke mir die in den- 
lben vorkommenden Differentiationen ausgeführt, und vereinfache 
b, indem ich die drei Gleichungen jedes Systems respective 
it a v ß v y v oder mit a t , ß v y v oder endlich mit ce, ß, y mul- 
plicire und jedesmal addire. Mit Rücksicht auf die Gleichungen 
i) — (6) erhält man dann aus (13) sofort: 

dA 

-£ + (rB - r ,q + a,U + ß t V + Yt W = 

dB 

5) ' ^ * + ( r i C — r 4 + «*V + ß t V + y t W = 

dC 
^ + (r 2 A — ri B) + aü + ßV+yW=0. 

Um auch die aus (14) entspringenden Gleichungen bequem 
i bilden, bemerke ich, dass die angegebenen Operationen im 
runde nichts weiter bedeuten, als dass man die Kräfte, resp. 
räftepaare, nach den Axen X, Y, Z zerlegt, statt nach den Axen 
• ', 7', Z'. Man kann daher die von den äussern Kräften ber- 
ührenden Terme in den entstehenden Gleichungen a priori bilden, 
as zu einfacheren Formen führt. Wenn man die Kräfte X' dxdyds, 
•c nach den Axen X, F, Z zerlegt, so erhält man offenbar die 
omponenten: 

{a t Z' + ßX + Yi Z ') dxdyds 
(<VT + ß t T f + y t Z) dxdyds 
(aX + ß Y + y Z) dxdyds. 

Die Summen der in dem Elemente qds von diesen Kräften 
«rührenden Kräftepaare, bezogen auf die Axen der X, Y, Z 
ad also, da die Coordinate z überall innerhalb des Elementes 
leich Null ist: 



dxdy 
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ds jj a A' + ß r + yZ)ydxdy= (*U S + ßV 2 + yWJii 
— ds I jiaX' + ß I" + y 2T)xdxdy = — (aff t + ßr^yWjdt j 

= («,*, + A^i + y t JF t - a t U M - fcF, - Yi W^ds. 
Die Gleichungen (14) gehen also, wenn man die oben ange- 
gebenen Operationen an denselben ausführt, in folgende über, 
wobei die ersten Glieder mit Hülfe der Gleichungen (2) — (6) um- 
gestaltet , die letzten aber den obigen Bestimmungen gemäss ge- 
bildet sind: 

+ B'r — Cr t — B + aü 2 + ßV t + y W % = 



(16). 



ds 

dB' 

— + Cfr x — Är + A — uTJ x — ßV k — yW t = * 

d(f 

— + Sr t - B'r t +« t U i + ß t F, + y, W, 



- at u t -ß t r t ~ n w t =o. 

Die unmittelbare Ausführung der gedachten Operationen giebt 
die von den U, F... abhängigen Tenne in etwas anderer Form; 
und die Vergleichung beider Formen giebt Gelegenheit, ein merk- 
würdiges System von Formeln aufzustellen, welches neue Eigen- 
schaften der Coeflicienten a, ß... enthüllt, und weiterhin wieder- 
holt Anwendung finden wird', nämlich das System: 

1 a i = ßi7 — ?*ß> ßt = y* €l —<*tY> Yi = a tß —ßt a 
"t=ßyi — Yßi> ßt = y"i — "yi> y* = «ft— P"* 
a = ß t y t — y x ß v ß = yp t — of t y 2 , y = *ß t — ßfiv 

welches hier beiläuüg angemerkt werden mag. 

Die Gleichungen (15), (16) können überall statt (13), (14) an- 
gewandt werden, und vertreten vollkommen deren Stelle. 

Bedenkt man nun, dass U, V, W, ü x , . . . im Allgemeinen * oD 
I, % t, und also auch von den <*,... abhängen; führt man s °* 
dann statt der Ä, B\ (f aus (12) die Grössen r ein, welche d el 
Definition nach sich ebenfalls durch die a,... ausdrücken; eT 
erwägt man endlich, dass die 9 Grössen a, ... sich vermöge d e 
Gleichungen (3), (6) durch drei derselben ausdrücken lassen, s< 
kann man die vorstehenden Gleichungen, sei es in der Fori* 
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$), (14), oder in der Form (15), (16), als ein System betrach- 
i, welches sechs Unbekannte enthält, und diese bestimmen 
irt; diese sechs Unbekannten sind A, B, C und diejenigen drei 
iter den Coefficienten a, durch welche die übrigen ausgedrückt 
dacht wurden. Ich werde an einigen Beispielen die Benützung 
aer Gleichungen darstellen. 

51. Untersuchung des Falls, wo nur das Ende des Stabes 
durch Kräfte und Kraftepaare ergriffen ist 

Betrachten wir den Fall, wo gar keine äussern Kräfte auf 
as Innere des Stabes wirken, sondern wo ihr Zustand lediglich 
)n Kräften und Drehungsmomenten herrührt, welche ihr Ende 
Qgreifen. In diesem Fall sind U, V etc. gleich Null, und die 
leichungen (13) werden integrirbar; es folgt aus denselben: 

[Aa x + Ba t + C a = K 

18) {Aß t + Bß 9 + Cß = L 

[Ay, + By t + Cy = M, 

o K, L, M. willkürliche Constanten bedeuten. Die Grössen 
nks in diesen Gleichungen stellen aber nichts anders dar, als 
ie Componenten, welche auf einen Querschnitt wirken, par- 
Uel den im Raum festgelegten Axen. Da diese constant wer- 
len, so zeigt sich also, dass die Resultirende, welche 
Q den Querschnitten als Zugkraft auftritt, überall 
üeselbe absolute Grösse und Richtung hat, wie diese 
luerschnitte auch in dem gebogenen Stabe gerichtet 
ein mögen. 

Führt man aus (18) die Werthe von A, B, C in die Glei- 
chungen (15) ein, und ersetzt zugleich die Ä, B\ C durch ihre 
Verthe aus (12), so erhält man das merkwürdige System: 

x * * + (i ' ~ *> r * r + i [K "• + L ß * + * 7 * ] = ° 

19) - { * S + { *~ %t) r r ' - Wq {Ka > + L ß > + U *) = ° 

welches, wie Kirchhoff bemerkt, mit dem System genau identisch 
rird, auf welches das Problem der Rotation eines schweren Kör- 

Clebtch, Theorie elast. Körper. 24 
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P*i*h um *iro»n festen Punkt fuhrt. Diese» Prohki a erhält b» 
unmittelbar . wmn man -rfatt j die Zot «anfuhrt, unter i\ i\ # 
die Hauptträsheitsradien de* fciirpcrs ■ Besag auf 4« f«stea 
Pnnkt versteht, nntl unter <ien Gion» c ctr» iRnji niiLi u wekte 
ein im Ranm festes tjmnoiiateiiffvstefli gerat ein ■ «lern beweg- 
ten Körper festes bildet. 

Es ist iibrirens 211 bemerken, da» in den fileirhnngyn 19 
die ',ro*Men x 2 . it*. (r* sehr kleine Grossen der zweiten Ordnung sind. 
ffcmiit aL*o die Gleichungen 19 erfüllt sein können, muss toüiw« 
Fällen einer eintreten. Entweder nämJkh sind die Ausdrücke: 

A« t + 2,3, + Jr ft 

a«, + zß t + jt 7 , 

fjherrall sehr klein, während K. L, M massig gross bleiben, h 
diesem Fall sind also die Componenten der aufs Ende wirkenden 
Kraft, genommen nach den Hauptaxen eines beliebigen Qoff- 
«tchniUa, sehr klein, d. h. alle Querschnitte stehen nahem seuV 
recht gegen die auf das Ende wirkende kraft , und der ganze 
Stab int dann nahezu gerade, dieser Kraft parallel gerichtet. Es 
konwn aber äussere Bedingungen Torhanden sein, welche dies 
für alle Punkte des Stabes nicht möglich machen; so hei einer 
Feder, die an irgend einem ihrer Punkte genöthigt ist, mit der 
flirhtung jener Kraft einen endlichen Winkel zu bilden. Und 
darin treten noth wendig solche Ausnahmspnnkte auf, in denen die 
Krümmung sich sehr schnell ändert, in denen also die in (19) 
mit x*, X 7 , #* multiplicirten Glieder sehr gross werden, und auf 
diene Weine die Möglichkeit jener Gleichungen auch für die Stel- 
len nieder herstellen, an denen jene Componenten aufhören 
müssen nehr klein zu sein. Der zweite mögliche Fall ist der, 
wo K, L, M selbst sehr klein sind; und in diesem Fall treten 
keine Aiisnahmspunkte auf, das Bestehen der Gleichungen (19) 
int an jeder Stelle ermöglicht. 

Vor Allem von Interesse ist derjenige Fall, woif, L, M selbst 
verschwinden, wo also der Stab nur durch Kräftepaare, nicht 
aber durch Zugkräfte ergriffen ist. Alsdann verschwinden die 
Komponenten //, B, C in jedem Punkte des Stabes; jedes Ele- 
ment desselben wird also nur gebogen, nicht ausgedehnt. Die 
Gleichuiigeii (18) werden für diesen Fall, entsprechend der Ro- 
tation eines Körpers um seinen Schwerpunkt: 



9a) 
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tf *j + (V — ff) r 2 r == 

ds x ' * 

* 2 ^ + (0*— x 2 ) r r t = 
ds ^ ' x 



Diese Gleichungen haben die bemerkenswerte Eigenschaft, 
iss in ihnen nur r,, r f , r, keine Spur aber der Coefficienten 
... auftritt. Man kann das Problem sonach sondern in einen 
•sten Theil, welcher sich mit der Aufsuchung von r, r t , r % aus 
esen Gleichungen beschäftigt, und in einen zweiten , dessen Ge- 
instand, nach Auffindung der r, die Bestimmung der Coefficien- 
m a zum Gegenstand hat. 

Man löst den ersten Theil des Problems, indem man zu- 
ächst die Gleichungen (19 a ) der Reihe nach mit r 4 , r ti r mul- 
plicirt und addirt, sodann aber mit % 2 r 2 % X 2 r 2 z , ffr 2 mul- 
plicirt und abermals addirt. In allen Fällen erhält man inte- 
rirbäre Gleichungen, nämlich: 

1 ds ^ *ds ^ ds 

a dr. , ,. dr 9 . .. dr 

x r i7 i + Jlr 27 i + 0r T = °> 
1 ds z ds ds 

us denen durch Integration folgt: 

\ x 4 r 2 + V r 2 + # 4 r 2 = m 2 , 

*o h und m willkürliche Gonstanten bezeichnen. Druckt man 
ton zwei der Grössen r mittlels dieser Gleichungen durch die 
bitte aus , und führt dies in eine der Gleichungen 

O 8 — A 2 ^ ** — ff ^ l 2 —x 2 
m ) • d * = — ^r— r * r rfr i = —^i — r r i dr 2 = -#*— r i r % dr 

'hl, so erhält man ds ausgedrückt durch eine der Grössen r, 
md durch Integration s als Function dieser letztern. Indem man 
tte so erhaltene Gleichung auflöst, findet sich umgekehrt jene 
Srö88e r durch £ ausgedrückt, und dann aus den Gleichungen 
(20) auch die beiden andern. Die Theorie . der elliptischen 
Functionen lehrt die Endresultate vollständig aufstellen. 

14* 
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Sind die Grössen r gefunden, so kann man den zweiten 
Theil der Aufgabe folgendennassen ausführen. 

Entnimmt man den Systemen (9), (10) die drei Gleichungen: 



da 



a — + ß — + y — =0 
ds ^ H ds,^ 7 ds 



da dß dy 



ds 



ds 



ds 



da , Ä dß dy 

">ds +ß ** +y >ds = 



r t , 



multiplicirt man dieselben respective mit a, a t , a % oder mit 
ß, ßi, ß % , oder mit y, y k , y t und addirt jedesmal, so erhält 
man daraus: 






1* 

«I 



(21) 



da 

ds ~ 

dß = 
ds 



r i «t 



r 2 « t 



r i Ai — r t A 

— = r i 7i — 



> 6?« 



r » >v 



(22) . i 



* - r * 
& = r. v - 



'/». 



r <*, 



r, « 



Durch Combination anderer unter den Gleichungen (9), (10) 
ergiebt sich ganz ebenso: 

da. da„ 

— - ; — ' t 9 a — t a 9 — - = 
ds 2 * ds 

dy % 

57 = r Yi - r t y. 



ds 



r %y — r Yt 



Bemerken wir, dass die Gleichungen, welche in jedem die- 
ser Systeme die erste Stelle einnehmen , nur die a enthalten, also 
gewissermassen ein System für sich bilden; ebenso enthalten die 
an zweiter Stelle stehenden Gleichungen nur die ß, die an dritter 
Stelle stehenden nur die y. Eines nun dieser Systeme, etwa das 
letzte, kann man erfüllen durch die Annahme: 



(23) . . . . y t = 



%*r t 



m 



u — 



_Vr % _ 0* 



m 



y = 



m 



Denn durch diese Annahme gehen die letzten Gleichungen 
der obigen Systeme in die Gleichungen (19*) selbst über; andrer- 



} 
l 

t 

J 



seits erfüllen die Grössen y, y if y % auf diese Art nach (20) wirk- 
lich die Bedingung 

v? + v** + f = i> 

welcher deswegen genügt werden muss, weil y it y s , y die Cosinus 
einer Richtung, der im Raum festen Axe Ü, gegen das in dem 
Stabelement fixirte Coordinatensystem bedeuten. Allerdings invol- 
virt die Annahme der Gleichungen (23) eine in ganz bestimmter 
Weise gewählte Richtung der ursprünglich beliebig gelassenen 
Axe t. Für das Studium der Frage genügt es, überhaupt die 
Möglichkeit einer solchen Lage eingesehen zu haben. 

Sind nun die y bekannt, so kennt man auch die folgenden 
Verbindungen der a, ß unter einander: 

«i f + ßi* = l ~ V?> «i « + ßi ß = — Vi V 



a +ß t ß = 



a 2 f + ß% = 1 — y 2 2 > a t <* -t- Pt p = — y% y 

«* + ß* — 1 — f> «i «2 + ßi ßt = — 7i Yr 
Man kann diesen Gleichungen gemäss setzen: 



(24) . . 



«j = j/l — y* cosWj ß i c= j/l — yf sinw l 



a 



2 



= j/l — y t 2 cosw> 2 ß % = y\—y % 



sin u» 



a 



= j/l — y 2 cosw = ]/l — y* sin/p. 

Hierdurch sind von den vorstehenden Gleichungen die drei 
ersten erfüllt; die drei andern aber gehen über in: 



(24a) 



cos(rv t — w) = — 



cos (w — n> 2 ) = — 



cos (w t — w t ) = — 



»'W j/l-y^ 



yy% 



f^f V^-vl 



Y1Y2 



V^-7i V l ~y2 2 

woraus man die Winkel w sämmtlich berechnen kann, wenn 
einer derselben bekannt ist. Um einen derselben zu bestimmen, 
kann man sich folgenden Verfahrens bedienen. 

Erinnern wir uns der bereits in § 50 (17) angegebenen 
Relationen: 

/ « = ßi Vi — ßz Vi> a i = ß*V — ßV*> "t — ßVi — ßi V 
(25) lß = y t a i — y l cc i , ß l = y 2 cc — y c* 2 , ß t = ya t — y i a 

{ V — «i ßt — «2 ft> Vi = "2 ß — « ß%> Y% = <*ßi — <*i ß- 
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Man verifidrt diese Gleichungen leicht, indem man ihre 
Quadrate und Produkte bildet und von den so erhaltenen Glei- 
chungen nachweist, dass sie mit Hülfe der Gleichungen (5,, (6) 
identisch werden. Hienach könnte es nur noch fraglich scheinen, 
ob die rechten Theile sämmtlich mit dem angegebenen, oder mit 
dem entgegengesetzten Zeichen zu behalten sind; denn die er- 
wähnte Verification bleibt noch gültig, wenn alle rechten Theile 
mit entgegengesetztem Zeichen genommen werden. Da inzwi« 
sehen die obigen Relationen für jede gegenseitige Lage der bewiea 
Coordinatensysteme gelten, so muss auch das fragliche Vorzefck» 
für alle Lagen dasselbe sein. Nun wurde schon oben (§ 49) an- 
genommen, die Aufeinanderfolge der Axen sei in beiden Coordina- 
tensystemen so, dass durch passende Drehung die positiven Aiet 
des einen Systems den entsprechenden positiven Axen des andern 
parallel gemacht werden können. Dann ist für eine solche Lage 
a t = ß z = y = 1 und alle andern Coefficienten verschwinden. 
Da aber für diesen Fall die Gleichungen (25) offenbar mit dem 
angenommenen Vorzeichen richtig sind, so bleiben sie immer 
richtig, so lange die Voraussetzung über die gleichartige Aufein- 
anderfolge der Axeu festgehalten wird. 

Inzwischen folgt aus (24): 

ß ß ß, 

~ä ~ tgW * V ~ tg Wi ' a = t9 W *' ° der 

o RR 

w = arc tg ~, w x = arc tg — , w 9 = arc tq— • 
Hieraus findet sich durch Differentiation: 

oder, wenn man durch die Gleichungen (21), (22) die dß, tf« aus- 
drückt, und die Gleichungen (25) zur Vereinfachung der Zähler 
benutzt: 



(26) 



dw „ _ r jh±lfl ds 

dw% = - r ^±lläs 

1 — y* 



**, = _ LLXMfi *. 



r y + r i Vi 
i — f 

Da nun hier rechts nur Grössen stehen, welche man durch 

/ 



— 215 — 

s bereits ausdrücken gelernt hat, so findet man die w, w it w v 
oder irgend eines derselben, sofort durch Integration. 

Fassen wir alles zusammen, so geben die Gleichungen (20), 
(20') die r als Functionen von s, die Gleichungen (23), (24), (24 a ) 
und (26) aber liefern sämmtliche Coefficienten <*,... Berechnet 
man endlich §, % £ mittels der Gleichungen: 

dl „ dri dl 

ds = °> ds- = ß > di = y 

durch Integration, so hat man |, % £ als Functionen von s und 
damit die Gleichungen für die gekrümmte Axe des Stabes. 



§ 52. Anwendung auf den Fall eines Stabes , dessen Haupt- 
trägheitsradien gleich sind , und dessen Enden nur durch Kräfte- 
paare ergriffen werden. 

Ich wende diese Betrachtungen an auf denjenigen Fall, bei 
welchem man die Theorie der elliptischen Functionen entbehren 
kann, wenn nämlich die Hauptträgheitsradien x, X des Quer- 
schnitts gleich werden. Dies tritt etwa ein, wenn der Querschnitt 
ein Kreis oder ein regelmässiges Polygon ist. Die Gleichungen 
(19) nehmen dann die Form an: 



dr Ä dr t dr» 

— = 0, — * = e r 2 , -* =3 — e r r 

ds ds * ds f 



Die erste Gleichung zeigt, dass r, die Torsion, in allen Ele- 
menten denselben constanten Werth hat; es ist deswegen 

# 2 — ** 



x* 



ebenfalls eine Conslante, und in Folge dessen werden die r t , r 2 
enthaltenden Gleichungen integrirt durch die Gleichungen: 

. i ( r i = a sin es + b cos es 

' ' r t = a cos es — b sines, 

wobei a, b willkürliche Constanten bedeuten. Auch haben diese 
Integrale die nöthige Allgemeinheit, da zwei willkürliche Con- 
stante in denselben vorkommen. Die Gleichungen (20) sind hie- 
durch erfüllt; und zwar wird: 

h* = x f (a 2 + b % ) + & r\ m* = 3t 4 (a 2 + 6 2 ) + # 4 r 8 ; 

die Gleichungen (23) geben also 
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(28) . . . . 



t asines + bcosss 

Yx ~* j/ % * (flt + ^ .q^t 

a cos ts — b sin es 



7t = * 



7 = 






Die erste der Gleichungen (26) giebt ferner: 

i/x 4 (a* + 6») + 0V 

w; = c — r-^ *, 

wo c wieder eine willkürliche Constante bedeutet; man hat da- 
her aus (23), (24) zusammen: 

y* j/a % + b* ( j/x 4 (a* -h 6«) +#V 



l/xy + '^J + ^r 1 



cos 



(.- 



.5 



) 



P = 



y = 



j/ X V (a t + ft 2 ) + 



sin ( c — f - ' s I 



j/k 4 (a 2 + 6*) + # V ' 
und endlich durch Integration : 



* = t 



V=Vo + 



t=t + 



x 4 j/a* + b % 



x 4 (a 2 + b*) + & 4 r i 

% 4 l/a*~+b* 
x 4 (a*+ä 2 )+# 4 r 2 



sinfc — — 8 j/x 4 (a 2 +6 2 )+^ 



cos ( c — 4 j/* 4 («* + &)+& 



*) 



j/x 4 (a 2 + b 2 ) +^ 4 r 2> 
wo auch £ , %, f willkürliche Constante bezeichnen. 

Diese Gleichungen stellen nichts anderes dar, als ^ ine 
Schraubenlinie, deren Axe die Z'Axe ist, jene Axe, de*" en 
Richtung den Formeln (23) gemäss in bestimmter Weise gewl»™ 1 
wurde. Verlegen wir den Anfangspunkt in das eine Ende ^ eS 
Stabes und denken uns dieses bei der Verbiegung festgehalt^ ' 
legen wir ferner die X Axe so, dass die Tangente der Schraub ^*~ 
linie im Anfangspunkte in die Ebene X\ Z fallt, so muss f ur 

s t=s auch £, 17, f, --' verschwinden. Demnach hat man 

ds 
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und so erhält man dann die gewöhnlichen Gleichungen einer 

Schraubenlinie 

s s 

£ = q sin — . = > rj = £ cos 



/'+» /'+* 



4rc a 



{-- * 



2* ]/(>* + k% 



47C 2 

wenn man q, den Radius des Schraubencylinders, und die Steig- 
höhe h aus den Formeln bestimmt: 



Q ~ *V + 6*) + #V 

h x 2 ^r 



2* x 4 (a 2 + ft 2 ) + ^ r« . 

Sei l die ganze Länge des Stabes. An seinem Ende denken 
^ir uns die mit dem letzten Querschnitt der Lage nach fest ver- 
bundenen Drehungsmomente Ä, &, (f wirkend, welche die Ge- 
staltsveränderungen hervorrufen. Dann hat man nach (12) und 
(27), für s = l: 

Ä = — Eq Jt 2 (a sine/ + b coset) 
& == — Eq % % (a cosel — b sin st) 
C = — Eqd*r; 

zugleich aber aus (28), ebenfalls für $ = l: 

7i : 7t : 7 = A : & : C '. 
Diese letzten Gleichungen lehren, dass die Axe der 
Schraube, welche die Winkel y if y t , y gegen die Axen 
X, Y, Z des Elements bildet, parallel wird mit der 
Axe des Kräftepaares, welches sich aus Ä, B\ C' zu- 
sammensetzen lässt. Hierdurch ist die Lage der Schrau- 
henaxe bestimmt. Radius und Steighöhe ergiebt sich ebenfalls, 
ausgedrückt durch die Momente dieser Kräftepaare, wenn man be- 
merkt, dass 

r = = _ _, > ya 2 +b* = - — - — 5 — » 
Eqd* * ^ Eq% % 

^ eingesetzt in die obigen Formeln für q und h, führt auf 
die Bestimmungen : 
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§ 53. Biegung eines Stabes in einer Ebene , welche 

Hanptaxe seines Querschnitts enthalt 

Als zweites Beispiel behandle ich die Biegung in einer Ebene. 
Indem ich als diese Ebene die X'2? Ebene annehme, lege ich den 
Anfangspunkt in das eine Ende des Stabes, die Axe 2! parallel 
der Zugkraft, welche auf das andere Ende wirken soll Da die 
Axe der T in diesem Fall mit der Axe Y parallel ist, und beide 
auf der Biegungsebene senkrecht stehen, so hat man 

« 2 = 0, y 2 =0, ft = 0, ß = 0, ß t = l, 

daher auch aus (10): 

r = 0, r, = 0. 

Bezeichnet man ferner durch q> den Winkel der Axen lt 
oder XX! gegen einander, durch 90 — q> den von X gegen Z, 
so hat man: 

«j = cosq>, a = sing?, y t = — sing>, y = cosg>, 

und sonach aus (10): 

dtp 

Wie man aus (12) sieht, und wie von vorn herein selbst- 
verständlich ist, verschwinden die Drehungsmomente sämmtlich 
bis auf dasjenige, welches um die FAxe dreht: 

ß = — Eq l 2 r t = Eq k* ^ • 

Von den sechs Gleichungen des Problems (16), (17) geben 
hienach die letztern nur die Gleichungen: 

A = K cosg? — M sing? 

C = K sinp + M cosg>. 

Es sind dabei K, M constante Zugkräfte, welche in jedem 
Querschnitt auftreten, parallel den Axen X\ Z\ Da indess der 
Annahme nach am Ende des Stabes nur eine Zugkraft der Z'Axe 
parallel wirken sollte, so muss hier, und also überhaupt, K 
verschwinden, so dass 



A — — M singp, C = M cosg>, 
und M selbst eine positive gegebene Zugkraft darstellen. 
Und endlich geben dann die Gleichungen (16): 






.2 *<P _ 



Eq X 2 —|- = M sinop, 
asr 

als Gleichung für die Krümmung des Stabes. Es ist bemerkens- 
wert!^ dass die Gleichungen (12*) welche an solchen Stellen, in 
denen sich die Krümmung sehr rasch ändert, besondere Betrach- 
tungen erfordern können, hiebei von selbst erfüllt sind. 

Multiplicirt man die obige Gleichung mit -j- und integrirt auf 

(IS 

beiden Seiten , so kann man der erhaltenen Gleichung die 
Form geben: 

\*) =c - 2 w tCOS,p - 

Ich erinnere daran, dass -p der reciproke Krümmungshalb- 
messer der Schwerpunktslinie ist, da q> den Winkel der Tangente 
gegen die Z'Axe bedeutet. Am freien Ende des Stabes, wo wir 
kein Drehungsmoment wirkend denken , ist der Krümmungs- 

radius unendlich und also -?- = 0; bezeichnet man ferner durch 

äs 

<p t den Winkel, den die letzte Tangente des Stabes gegen die 
Z'Axe bildet, so wird nach der obigen Gleichung für diesen End- 
punkt: 

m 

Eql % 

Und wenn man hieraus den Werth von c entnimmt, geht 
die obige allgemeine Gleichung über in: 

Uv = *& (cos * 1 ~ C0S(p) - 

Aus dieser Form folgt dann weiter: 

ds 7/— = ± ^ 

V Eqk* ^(cos^j — cos 9) 

oder wenn man integrirt von einer unbestimmten Stelle s, <p bis 
zum freien Ende, wo s = /, q> = g> t : 



= c — ^ 2 cosy,. 
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1 /~ir _ r 9i ± *<p 

(29) . . . (/-*) f/ — t — J y^————^ 

<p 
In dieser Gleichung kommt nur eine einzige willkürliche 
Constante vor, <p x , welche zu bestimmen sein wird. Denken wir 
uns die Richtung der Tangente im festen Endpuncte gegeben, 

so dass daselbst q> = g> , wobei , damit ]/cos <p { — cos <p nicht ima- 
ginär werde, nothwendig cos<p < cosqpj, so wird, wenn man 
in der obigen Gleichung zugleich s = 0, <p = <p setzt: 

(30) .... / t/ZK- = f] ±dv ■ 

V Eq X* J j/2 (cos (p t — cos <p) 

Aus dieser Gleichung bestimmt sich q> t , welches darin allein 
unbekannt ist. 

Ich werde den besonderen Fall genauer verfolgen , wo %^*> 
wo also die anfangliche Richtung des Stabes der Richtung der 
Zugkraft genau entgegengesetzt ist. In diesem Fall nimmt offen- 
bar <p stetig ab von <p bis q> i , und indem man also, damit das 
Element des Integrals (30) stets positiv sei, das untere Zeichen 
nimmt, geht (30) über in: 

n n 

V E q X*-Jl/2(cos<p t -cos<p) J j/J cosl ^_ cos M 

Da hier cos^ nothwendig grösser ist als cos—, so kommt 

man leicht auf den Gedanken, das Integral zu transformiren, in- 
dem man statt q> einen Winkel ty mittels der Formel 

W CD, 

cos— = cos— sintl; 
2 2 Y 

einführt. Dieser neue Winkel geht von bis —, während q> von 

n bis <p x sinkt, und die obige Gleichung wird: 



' EqX * J j/ \ - cos*|i sin*«, 
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Diese Formel führt zu einem bemerkenswerthen Resultat. 

Da der Nenner immer kleiner ist als 1, so ist das Integral grösser 

als dasjenige, welches man erhält, wenn man im Nenner statt 

4er Wurzelgrösse immer 1 setzt. Dadurch aber geht das Integral 

über in: 

sr 



S**~T 





Es muss als nothwendig 



<y^.> 



M n 

Eql 2 > T 



sein; oder, mit andern Worten, wenn die Länge l oder 
die Kraft M nicht die Grenzen überschreiten, welche 
durch diese Gleichung gegeben sind, so findet über- 
haupt keine Biegung statt. Sind aber /, M gross genug 
um diese Ungleichung zu erfüllen, so giebt die Theorie der ellip- 
tischen Functionen für die Behandlung des Problems folgende 
Regel: Man bestimme zunächst eine, im Allgemeinen sehr kleine 
Grösse p aus der Gleichung: 

was, wenn / oder M nicht sehr gross sind, leicht geschieht. 
Sofort hat man dann: 



7/™ & _ 2 Vp + rfp» + »*V - - - . 

V 2 — 1 + 2p + 2p* + 2p*... ' 

und zugleich die allgemeine Entwicklung: 

CO« — = v cos — • — 

2 f 2 « ns , A 2ns 

1 — 2p cos — ■ + %P cos — — • • • 

l w 

wodurch die Richtung der Tangeute in jedem Punkte bestimmt 
ist- Auch die Coordinate £j ergiebt sich daraus sofort aus der 
Formel : 

£ ss js\ng>ds = (j/2 (cos p,— cos q>) — /2(cosgp, + \))T/ —?— 

während sich für £ die Formel findet: 
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f .__Jfyi* i*S 1— 9p— 2&j»'...(2»+l) t (-p) 

1— P-y.-(-p) * 



2 
»+■1 



+ /7T 



• ** * A - 2VCS i Ä O • 3«» 

4 p sin Sp* sin -y- + 12p» sin — - • • • 

. o ** • -* 1 2ä * Ä o 3«» 
1 — 2p cos — + 2p 4 cos — 2p 9 cos — - • • 

» » * 



Wenn l und M so gross sind, dass in diesen Entwicklungen 
p nahe an 1 liegt, so werden diese Formeln nicht mehr anwend- 
bar. Alsdann führt man an Stelle von p eine andere Grösse p 
ein mit Hülfe der Formel: 

V 21 V / ^v = * /=rT ^ ( ! + 2 * + 2 p a + 2 P* • • •) 

Diese Grösse ist immer sehr klein, wenn p nahezu 1 wird, 
und man erhält folgende sehr convergente Entwicklungen: 

l/~Vi 1 — 2 P + *P* — 2 P 9 • • • 

1/ < — — 



cos 



1 + 2/ + 2p' 4 + 2p* . . . 



9 
cos — 

2 



cos 



J l-p\e'+e r )+p'{c 1 ' ' ' 



Ins 2*5 

e v +e 



u 



m ( — — — \ / — — — \ 

sinf i+pie'+e '')+P\e''+e 'J+... 



£ = \j/2 (cos ?1 — cos 9) — ^(cos^ + 1)J^/:^L- 



t = 



Eq l* logp 



■\{>+ 



logp l-9p'-25p' s ... (2»+l) f (-j/) 



2 



i-p'-j»'...(-j»') 



'\ 2 



+ 






• *;+... 



( ns w*\ / 3ns Zn 

e 2 '+e ") +y p ^{e W +e" S 
wo der Kurze wegen 



__&T£\ 



7 ' + . 



\» 



1% 



logp' 



gesetzt ist. 
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Zusammenhang mit der gewöhnlichen Theorie. Kleine 

Verschiebungen. 

ih füge diesen Untersuchungen einige Bemerkungen hinzu, 
5 geeignet sind, einerseits den Zusammenhang der vorlie- 
q Formeln mit der gewöhnlichen Theorie aufzudecken, 
rseits aber die gewonnenen Resultate wesentlich zu erweitern. 
Jm den ersten Punkt ins Licht zu setzen, werde ich in den 
Igleichungen (13), (14) die Grössen Ä, B, C durch ihre 
2) entnommenen Werthe ersetzen, zugleich aber stall r,, r f , r 
Grössen q so einführen, dass 

1 1 1 

r, = — , r 4 = — , r= — 

2s sind dann nach dem früheren q ± , q 2 die Krümmungs- 

lesser der Projection der Schwerpunktscurve auf die in dem 

mt festgehaltenen Hauptebenen, welche durch die Axe des 

ds 
ents und je eine Hauptaxe des Querschnitts gehen; — aber 

die Torsion des Elements an. Die Gleichungen (13), (14) 
en: 

j s {Aa t + Ba t + Ca) = - U 
| (Aß t + Bß t + Cß) = - V 

| (A 7l + By 2 + Cy) = ~ W 

Eq— ( — x + — * H )—Aa 2 +Ba i 

-ßiVi-ßt^ + y^ + y, V 2 = 

— y, U t -y t U t + «, W x + «, W t = Q 

Und aus den Gleichungen (12) kann man sofort Grenzbe- 
ungen entwickeln, indem sie, angewandt auf das Ende des 
% Krümmung und Torsion aus den auf das Ende wirkenden 
Hingsmomenten bestimmen lehren, mittels der Gleichungen: 
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3T 






Eq%* 



9t 



Kql* 



1 
9 



C 

Eq& 



Beiläufig sei hier bemerkt, was bereits oben benutzt wurde, 
dass die Gleichungen des Problems sich für eine ebene Biegung 
auf die drei reduciren: 



(33) 



— ( A cos© + Csincp) = — U 
dt * 

— ( — A siny + Ccosqp) = — W 
ds 



Eql* . 



d l - 
9t 
ds 



— A -\- U t sing) + W x cosqp = 0. 



Alle diese Gleichungen aber vereinfachen sich wesentlich, 
und kommen dann zum Theil auf die gebräuchlichen Forma* 
zurück , wenn man die Verschiebungen des Stabes überall sehr 
klein annimmt. Dann sind die beiden Coordinatensysteme X, T, 1 
und X* Y' 7! überall nur sehr wenig von einander verschieden, 
also er,, ß t , y nahezu 1, die übrigen Coefficienten nahezu Null. 
Und so gehen die Gleichungen (31) dann über in: 

. 1 



(33a) . 



dA 
ds 

dB 
ds 



dC^ 
ds 



= — ü, Eq x* 



Pi 



ds 
9t 



+ B— JF t = 



= — V, EqV -p —A+ W l ==0 



— — W % Eqd* 



ds 

a± 

9 

ds 



+ V t —ü t = Q. 



wo nun in U, V . . . überall die verschobenen Coordinaten durd* 
die ursprünglichen ersetzt werden können, so dass diese Grösse** 
dann nur noch von s abhängen. 

Die beiden letzten Gleichungen haben sich hier zur Be" 
Stimmung der Torsion und der Längsspannung abgesondert. Be^ 
stimmt man nun A, B aus den Gleichungen der ersten Columne, 
indem man von s bis / integrirt und durch A lt B t die WerÜie 
von A, B am Ende des Stabes bezeichnet, so hat man für die 
Gleichungen der ersten Reihe: 
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rf± 



A = J, + /Vd», tfgl* -£* = 4 + jOdt— W t 
B=B,+ jVds, Eqx* -£ = —B l —l Vds+W t . 

9 S 

Sehen wir indess, in welcher Weise die Ausdrucke der q sich 
rereinfachen. Wenn das Coordinatensystem der X, T, Z mit dem 
Systeme der X', Y', H stets sehr nahezu coincidirt, so sind die 
Cosinus a t , ß t , y nahezu gleich 1, die übrigen aber sehr klein; ja, 
man sieht aus den Gleichungen (5), dass a v ß v y sich sogar nur 
um Grössen zweiter Ordnung von 1 unterscheiden können, während 
die Gleichungen (6), mit Vernachlässigung sehr kleiner Grössen, 
in folgende übergehen: 

ß + y, = o. y, + « = o, a t + ß t = o. 

Zugleich findet sich aus den Gleichungen (7) mit Vernach- 
lässigung von Grössen höherer Ordnung: 

_ d£ dri 

" — ds' P ds 

Nun kann man bis auf zu vernachlässigende Grössen auch 
statt s die nach der Verschiebung der ursprünglichen Stabaxe 
parallel gerechnete Ordinate z setzen, für £j, 17 aber die kleinen 
Ausschreitungen u, v eines Punkts der Schwerpunktslinie senk- 
recht zu dieser. Für £ kann man zugleich z + rv setzen, so 
dass w die longitudinalen Ausschreitungen eines Punktes be- 
zeichnet. 

Man erhält dann an Stelle der obigen Formeln diese: 

du 

a = - 7i = - 

ä dv 

Die Grössen a t , ß x lassen sich nicht durch u, v, tv aus- 
drücken. In der That bestimmen diese zusammen eine besondere 
Art von Verschiebungen , der Torsion entsprechend , bei welcher 
der Schwerpunkt nicht verschoben wird. Setzen wir 

— a i = ßx = <P> 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 25 
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so dass der Winkel y> die Drehung des Querschnitts aus seiner 
ursprünglichen Lage bezeichnet, so erhalten wir nun aus (10) fol- 
gende Ausdrücke für die r oder die q: 

— 1— *L — *?. 

1 Qi ds dz 9 

_ i. _ d h ^ 

2 q 2 ds dz 1 

1 da f dg> 

q ds dz 

Dies stimmt in der That vollkommen damit überein, dass 

Q t , Q t Krümmungshalbmesser, — das Mass der Torsion ist. Nor 

vereinfacht sich die Bedeutung von g l9 q 2 insofern, als man die 
Schwerpunktslinie nicht mehr auf zwei für jedes Element anders 
liegende Ebenen zu projiciren hat, um durch die Krümmungs- 
halbmesser derselben q 19 g t darzustellen, sondern man kann, mit 
Vernachlässigung sehr kleiner Grössen, für dieselben sofort die 
beiden Ebenen annehmen, welche in der natürlichen Lage des 
Stabes durch die Schwerpunktslinie gehen und die Hauptaxel) 
der Schnitte enthalten. 

Mit Hülfe dieser Betrachtungen erhält man nun aus (33 b ) 
mittels einer Differentiation nach s oder z: 

(34) * dz 

\ v * dv v . dW > 

nebst den für z = / (s = l) zu erfüllenden Grenzbedingungen: 

i ** (£), = - *< + w- 

Wenn man will, kann man noch aus (32) die weitern Grenz- 
bedingungen hinzufügen: 

f ** (g) = {A 

(34b) ) ydz/t 



(34a) . . . . 
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-iro (jf) tt (#), die etwa auf das Ende wirkenden Kraftepaare be- 
deuten und hat damit das ganze, gewöhnlich angewandte Formel- 
system vereinigt, wie es sieh der Hauptsache nach z. B. in Poissons 
traite de mecanique findet Aber ist von wesentlichster Bedeu- 
tung, dass man hier genau die Tragweite dieser Formeln, sowie 
die allgemeinern, auf endliche Biegungen bezüglichen kennen 
gelernt hat, aus welchen dieselben entspringen. 

Diese Formeln werden sonst abgeleitet, indem man die For- 

mel zu Grunde legt, nach der für jeden Querschnitt -^— gleich 

| gesetzt wird dem Drehungsmoment der äussern Kräfte; wobei 
dann nur diejenigen Kräfte in Rücksicht gezogen werden, welche 
i von dem betrachteten Querschnitt an nach der Seite des wach- 
[ senden s ihre Angrinspunkte haben. Eine solche Formel wurde 
< bereits in § 38, (118) streng bewiesen, für den Fall endlicher Quer- 
schnitte, und unter der Annahme, dass nur die Enden des Stabes 
äussern Kräften unterworfen seien. Die jetzt angestellten Be- 
trachtungen lehren also, dass die Anwendung jener Formeln aller- 
dings gerechtfertigt ist, auch wenn beliebige Kräfte auf den Stab 
wirken. Aber dieselben geben dann nur angenäherte Resultate, 
welche vollkommen richtig werden, wenn der Querschnitt sein* 
klein ist, und also überhaupt sich um so mehr der Wahrheit 
nähern, je geringer die Dimensionen des Querschnitts ausfallen. 
So ist denn auch für diese Anwendungen eine feste Basis gewonnen. 
Die Formeln (34), (34a) können eiuer Modification bedürftig 
sein, welche unter Umständen wesentlich wird; dann nämlich, 
*enn die ganze Längsspannung sehr gross ist. In diesem Falle 
darf man möglicherweise in den Gleichungen (31) die Glieder 
C«, Cß nicht mehr vernachlässigen. Man erhält dann statt (33a) 
die folgenden Gleichungen: 

A + Ca = K + I üds 



(34c) 



B + Cß = L 4- j Vds 



= M + JW ds, 

s 

15 



— 228 — 

wo K, L, M die auf das Ende des Stabes wirkenden Componen- 
ten bedeuten. Von diesen ist im vorliegenden Fall M sehr gross, 
und man darf also in den ersten Gleichungen C durch M er- 
setzen. Es war aber auch bis auf Grössen höherer Ordnung 

<* = — , = -— , und so wird : 
dz dz 



i 
du 

dz 

s 

l 



+ fa*. * = *-*(£), 



* 

Daher treten an Stelle von (34), (34a) die Gleichungen: 

_ ,, d x u dA __ d*u . „ , dW< 



(34d) . 



dz 4 ds dz 2 dz 

. d*v dB <Pv dW 

Es ist bemerkenswert!), dass auch hier ebenso wie früher, 
u und v völlig von einander getrennt erscheinen, und unabhängig 
von einander zu bestimmen sind. 

Aus der letzten Gleichung (34 c ) ergiebt sich noch eine wei- 
tere Folgerung, das Gesetz der Ausdehnung, welche die verschie- 
denen Stabelemente erleiden. Nach (12a) hat man, durch <> die 
Ausdehnung der Längeneinheit oder die verhältnissmässig e 
Längenausdehnung bezeichnet, in jedem Element: 

C . 

6 = -— » 

Eq 
eine Gleichung, die übrigens selbstverständlich wird, wenn man 
sich die Zugkraft C über den Querschnitt gleichförmig vertheü 1 
denkt. Ein Element ds oder dz erhält nach der Verschiebung 
die Länge dz (l + a) ; die Coordinate f = z + tu eines Quer- 
schnitts z nach der Verschiebung ist also: 



dt 

+ n> = 1(1 + a) dz, 
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ler man hat 

dtv 

ff =*r 

Hierdurch geht die letzte Gleichung (34 c ) über in: 

Eq^ =M + fwds, 

Z 

oder auch, nach nochmaliger Differentiation, in 

(34e) E q Ö ^ t = - W, 

nebst der f ür s = / entspringenden Grenzbedingung: 

» *(£),-* 

Diese Formeln bestimmen das Gesetz der Längsausdehnung 
und diese Bestimmung wird, wie man sieht, unabhängig von der 
Bestimmung von w, v. 

Ebenso findet man unabhängig von u, v, tv den Torsions- 

winkel q>. Denn setzt man in der letzten Gleichung (33*) für — 

den oben gefundenen Ausdruck — ~ so kann man an Stelle jener 
Gleichung folgende treten lassen: 

(34g) EqV g = F, - U, 

und aus (32) ergiebt sich die Grenzbedingung , dass wenn C das 
auf das freie Ende des Stabes wirkende Torsionsmoment bedeutet, 
an diesem Ende: 

(34h) Eq# ^ = C. 



§ 66. Biegung ursprünglich gekrümmter Stäbe. 

Kehren wir zu den vollständigen Formeln zurück. Kirchhoff 
hat denselben eine grosse Ausdehnung dadurch gegeben, dass er 
sie mit geringen Modificationen auch auf gekrümmte Stäbe ange- 
wandt hat. Man gelangt zu dieser Ausdehnung durch folgende 
Betrachtung. 
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Bei den kleinen Verschiebungen, die in iinsern Dntersochm- 
gen die Elemente der Körper erleiden, ist es ein Grundprincip, 
dass die Wirkungen äusserer Kräfte auf die kleinsten Theile sich 
einfach addiren. Wenn wir also die Wirkung eines Kräftesystems 
auf das Element untersuchen wollen, so ist es gleichgültig, ob man 
dasselbe so betrachtet, wie es sich ursprünglich verhielt, ehe 
Kräfte auf dasselbe einwirkten; oder so, wie es durch andre Kräfte 
bereits verschoben ist. 

DeOniren wir einen ursprünglich krummen Stab von über- 
all gleichen, nicht nothwendig überall gleichliegendem, sehr 
kleinem Querschnitt, aber überall endlicher Krümmung so, dass 
wir sagen, es gebe immer eine System auf das Innere wirkender 
Kräfte, welches im Stande ist den Stab auf eine gerade cylin- 
drische Form von überall gleichem Querschnitt zurückzuführen. 
Denken wir uns demnach ein Kräftesystem, welches den Effect 
hat, den Stab in eine gerade cylindrische Gestalt zu bringen. 
Lassen wir nun auf den entstehenden geraden Stab die entgegen- ■ 
gesetzten Kräfte wirken, so kehrt er in seine natürliche Lage 
zurück; diese Lage kann aber so berechnet werden, als wäre 
die gerade Gestalt des Stabes seine natürliche. Man erhält auf 
diese Weise in jedem Querschnitt gewisse Componenten und 

Drehungsmomente A, B, C, Ä, B\ Cf, die in Wahrheit sich ge- 
nau aufheben gegen diejenigen, welche durch die Biegung des 
Stabes in die gerade Lage erzeugt werden. Von diesen kann man 
die drei letzten aus den Gleichungen (12), p. 202 sofort be- 
rechnen. Denn da unter ihrem Einfluss der Stab in seine natür- 
liche Lage zurückkehrt, so nimmt er dann wieder die Krümmungs- 
radien (T, , (T 2 und die Torsion ~q an , welche er seiner geome- 
trischen Gestalt nach ursprünglich besessen. Man muss also 
setzen: 

Z — — - q - W — — EqX% 7* — — Eqd * 

In Wirklichkeit werden die diesen Grössen entgegengesetzten 
Drehungsmomente hervorgerufen, sobald der Stab gerade gemacht 
wird. 

Wenn mau nun also den Stab aus seiner natürlichen Lage 
in irgend einen veränderten Zustand bringt, und sich dabei vor- 
stellt, er gehe zuerst in den geraden Zustand über und von dort 
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in seinen neuen, so werden bei dem ersten Uebergange in 
xi Querschnitt die Drehungsmomente 

Eq%* EqX* Eqd* 



— » 



orgerufen, bei dem zweiten aber, ganz wie früher, die 

liungsmomente : 

Eqx* Eql* Eqd* 

Und so hat man denn an Stelle der Grössen Ä, B', C in 
Gleichungen (14) oder (16) nur die Differenzen 

Eq% * (I _ 1), Eq » (L _ I), Eqd > (L _ i) 

zusetzen, während jene Gleichungen selbst nach wie vor be- 
len bleiben, da bei ihrer Ableitung die Voraussetzung, der 
b sei ursprünglich gerade, gar nicht benützt ist. Es werden also 
Gleichungen für den gekrümmten Stab von ursprünglich be- 
& gekrümmter Form folgende: 

| [Au, + Ba 2 + Ca) =— U 
£ (Aß, + Bß 2 + Cß = - V 
£ (^t + *7* + Cy) = - JV 



))• 



= - E \\.- B + aV 2 + ßV t + 7 W t -\ 

= lsfi *-« Vt-ß r t - 7 wj 

dS \Q qj Q 2 \Q t Q { / Q t \Q t Q 2 / 

Ddenn <T, £, q~ 2 bekannte, aus der Gestalt des gegebenen Stabes 
stimmbare Functionen von s bedeuten. 
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m 



§ 56. Biegung eines ursprünglich einfach gekrümmten Stabes 

in seiner Ebene. 

Als Beispiel werde ich den einfachen Fall eines Stabes be- 
handeln, der ursprünglich ohne Torsion ist, und dessen ganze 
Schwerpunktslinie mit der einen Hauptaxe jedes Querschnitts in 
derselben Ebene X! 7! enthalten ist. Ferner sollen keine Kräfte 
auf das Innere des Stabes wirken, und auch auf seine Enden nur 
Drehungsmomente, deren Axen auf der Ebene des Stabes senk- 
recht stehen, ihn also in seiner Ebene lassen. Schon oben wurde 
gezeigt, dass dann, wenn g> den Winkel der Tangente des gebo- 
genen Stabes gegen die Z'Axe bezeichnet: 

_ 1 d<p 

Bezeichnet man ebenso durch g> den entsprechenden Winkel 
vor der Biegung, so ist auch 

J^ dip 

? 2 _ ds 
Die andern Grössen r, so wie die Componenten A, B, C 
und die Momente Ä, C verschwinden, und es bleibt aus (35) nur 
die einfache Gleichung übrig; 

ds \g i q 2 J ds* 

Man hat also durch zweimalige Integration: 

q> = q> + as + & 

wo a und b willkürliche Constanten sind. Dfe eine derselben, b, 
kann man gleich Null setzen, indem man annimmt, dass der Stab an 
einem Ende (s = 0) in der Weise fixirt ist, dass er seine Richtung 
nicht ändern kann. Für s = ist dann g> = qp, also b = 0. 
Die andre Constante bestimmt sich aus der Bemerkung, dass 
bei der Ableitung der Gleichungen (35) für das auf irgend ein 
Element wirkende Drehungsmoment B' der Ausdruck gefunden 
wurde : 



B f = — Eql* (1— 1); 



— 233 
as hier die Bestimmung giebt: 



as 



»der 

B' 



Eqtf 

Hieraus ist a bekannt, wenn man die Gleichung auf das Ende 
des Stabes anwendet und unter B' das daselbst auftretende Moment 
▼ersteht. 

Um nun die Gestalt des gekrümmten Stabes selbst zu finden, 
erinnere man sich, dass bekanntlich: 

d£ dt 

—- = sing>, -r- = cosg>; 

ds ds 

voraus dann mit Benutzung des Werthes von <p durch Inte- 
gration gefunden wird: 



f = o J eos (? + ££) ds. 



Denkt man sich die ursprungliche Gestalt des Stabes dadurch 

gegeben, dass die Coordinaten £, £ jedes Elements als Functionen 
von s bekannt sind, so ist auch 

dj . - d J 

- = m9 , - = cos*, 

und man kann daher schreiben: 

f(dj tfs , dl . Bs \ . 

l== jU C ° S W t+ ds -ipy* 



/7<*T ^ dl . #s\ J 

J =*= 1 1 — ^ cos =— tz — ■— sin -=-79 1 ds. — 
J \ds Eqk* ds Eql*J 

§ W. Kleine öestaltsveränderungen ursprünglich gekrümm ter 

Stabe. 

Von der grössten Wichtigkeit für die Anwendung aber ist 
die Aufstellung von Formeln, welche sehr kleine Gestaltsver- 
änderungen ursprünglich krummer Stäbe darstellen. Um diese 
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zu entwickeln, bemerke ich zunächst, dass offenbar die Coefficien- 
ten cc, /?..., welche alsdann nach der Verschiebung die Lage eines 
Elements bestimmen, von den entsprechenden Werthen ä, ß... 
vor der Verschiebung nur sehr wenig verschieden sind. Mao 
kann also setzen: 

cc =3 ä + «', ß = J + ß' etc. 

wo die a, ff etc. so klein sind, dass man ihre Quadrate und 
Producte vernachlässigen kann. Führt man diese Werthe in die 
Bedingungsgleichungen (5), (6) ein, denen die a, /?... genügen 
müssen, so erhält man, mit Rücksicht darauf, dass die a, J, eben- 
falls jenen Gleichungen genügen, für die </, $. . . die Gleichungen: 

"X* + ß%P% + r%r\ = ° 

~ä cc + ß ß' + yy = 

(«i«' t + ßtß\ + ri/t) + («i«i + ÄP'1 + yi/i) = ° 
(«2« + ft/ 3 ' + yi/) + (««t + £^2 + F/i)= 

Alle diese Gleichungen erfüllt man gleichzeitig, wenn man 
statt der 9 Grössen a, ß*. . . 3 Grössen p, />,, jo 2 einführt, und 
erstere durch diese ausdrückt mittels der Formeln: 

ft=A?-J>fc. f*=Pßj-Piß> ß'=pJ*-P>l 

Yi=Pt7— py%> y\=P7i —PiV> 7 f =Pi7t—Pifi' 

Setzt man nun auch in die Gleichungen (10), durch welche 
die r definirt wurden, die Werthe a = cc -f- «' etc. ein, und ver- 
nachlässigt wieder höhere Potenzen und Producte der a etc. oder 
der p, und bezeichnet man auch durch ~r die Grössen, welche sich 
aus den cc zusammensetzen wie die r aus den a, so erhält man: 



r i 


u t 


r i 


+ 


ds 


+ 


p % 7 


— 


Pr 


r 2 


= 


r* 


+ 


dp t 
ds 


+ 


p7 i 


— 


Pi F 


r 


= 


r 


+ 


dp 
~ds~ 


+ 


Pi F 2 


— 


p t r 



oder wenn man statt der r die reciproken Werthe der Krümmungs- 
radien und der Torsion einführt: 



(35b) 
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Qi Qi ** Q Qt 

j L_^??+ A_Zi 

l Q ~Q d* Qi Qi 



Diese Differenzen sind sehr klein; man kann daher in den 
Gleichungen (35) überall, wo q, p, , ? 2 allein stehen, diese Grössen 
durch ~q, $|, f t ersetzen; ebenso in den ersten drei Gleichungen 
(35) die a durch die a. Endlich kann man noch die äussern 
Kräfte ü, V, W, U i ... als bekannt ansehen; denn wenn dieselben 
auch ursprünglich die Coordinaten £, % £ des verschobenen An- 
griffspunktes enthalten, so kann man doch statt derselben bis auf 
Grössen höherer Ordnung die ursprünglichen Coordinaten J, r[, "j 
des entsprechenden Elements einführen, so wie an Stelle der 
damit mulüplicirten Cosinus <*, /?... deren angenäherte Werthe 
«, (f... treten lassen. In diesem Sinn kann man also die ersten 
drei Gleichungen (35) ohne Weiteres integriren, und findet 
demnach: 

A* x + Bä 2 + €a= f Uds + K 

s 

l 
A Ji + B h + c ß = Jv* + L 

s 

t 
Ay x + By % + Cy = f Was + M. 

s 

Stellen wir uns vor, das eine Ende des Stabes (s = 0) sei 
fest, das andere (s = /) durch äussere Kräfte ergriffen, so sind 
die Componenten der letztern nichts anderes, als die Werthe der 
links in diesen Gleichungen auftretenden Grössen für s = /, 
d. h. sie sind IC, L, M selbst, da die Integrale für s = l ver- 
schwinden. So finden die Integrationsconstanten sofort ihre me- 
chanische Bedeutung. Multiplicirt man diese Gleichungen mit 
*i» ßv Vi °der « 2 , ß t , y t oder «, ß, y und addirt jedesmal, so 
wgeben sich die Ausdrücke von A, B, C selbst: 
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(36) 



t i l 

A = a t I üds + ß t I Vds + y t JjVds 

+ K« x + Zfc + My, 

i i i 

B — a t lüds + ß t JVds + y t j Wds 

+ Ka t + Lß t + My t 

i j 

C = « JVds + ß JVds + y I 



i 
Wds 



+ Kä + Lß + My. 

Nachdem auf diese Weise A, B, C bestimmt sind und also 
als bekannte Grössen angesehen werden dürfen, nehmen die an- 
dern drei Gleichungen (35) durch Einführung der Grössen p nun- 
mehr die Form an: 

ds \ds Q Q t J q \ds q % q) 



(37) 



ds 



(dp, , P_ _ PÄ , «* (dp J>i_ _ ft \ 

\ds "*" g, q ) "•" q, \ds "•" g t fj 

Q \dS T Q Q t J j®t 1 P i / ' 



0* 1 (*R + ^ _ ^ + ^. f*i 

ds Vds ^ 2 Qi' Q 2 \ds 



+ ? 






Dies sind lineare Differentialgleichungen für p, p t , p t ; aber 
die Coefficienten sind von s abhängig, da e~, q], ^ ganz belie- 
bige Functionen von 5 werden dürfen. Die in § 54 aufgestellte 
Gleichungen für kleine Verschiebungen ursprünglich geradlinige 1 * 
Stäbe sind als specielle Fälle in diesen Gleichungen enthalten, 
wenigstens insofern nicht in jenen Gleichungen eine sehr grosse 
Längsspannung auftrat; ein solcher Fall allerdings findet in den 
vorliegenden Gleichungen keine Analogie. 
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Hat man die Gleichungen (37) integrirt, und also die Aus- 
icke von p, p i9 p t gefunden, so findet man schliesslich leicht 
Gestalt des verbogenen Stabes. Setzt man nämlich auch 

i = i + r. v = n + v, t = i + r, 

%, rf, f die kleinen Verschiebungen, £, % £ die Coordiuaten 
tes Elements bezeichnen, so ist 



* s 

$ =fa{l+a)ds = JV + «') (1+a) 



ds 



o o 

5 * 



V= fß (1+*) ds = ßß+ß') (l + o) ds 



o o 



t = fy (1 + a) ds = f(y+y) (l + c) ds; 



er auch 

S SS 

£ = I ä ds, rj = j ß ds, g= jy ds : 
o o o 

d daher, bis auf Grössen höherer Ordnung: 

s s 

%— | — i== /(«' + « «) ds =j(Pi "t—Pt «i + ff ") 



•) 



^n-ri^ftp + oß) ds =f(p l f i -p t J i + oß) 



.ds 

(T (T 

J> i F*—Pt~ß l + °ß)ds 

(T o' 

£—£— I— jiy' + e y) ds =jG>i ri—p 2 £ + *?)<**. 

Man darf die in a multiplicirten Ternie hier nicht, wie im 

hern, vernachlässigen, da sie mit den a, ß' etc. herrührenden 

i gleicher Ordnung sein können. Vielmehr bestimmt sich a 

ch(12 a ) sofort aus der Formel 

C 

A indem man diesen Werth, sowie die Werthe von p, p t , p t 
die obigen Ausdrücke einführt, hat man die vollständige Lo- 
ng des Problems vor sich. 



5 5*. 




\or»w+*tzi, da«» die Fwtea J. F. J_ 
S*\i*%% wir 4*r kurz* vecra: 

«, —• ' '— B + sr.+ yr.+f 



"/ — 



1 „ 
Eq " 



a—c r — f T — j yj 



moIh'I tfli«? VVVrthe von A, B ans 36 n 
ffihmi nir zugld< h <li#f Bezeichnungta «■ 



>— *. r *— 7.*j. 



il'ry .,,...» 



*1 + ft _ ^ _ 

*• . L _ 4 _ 

* + 4 _ ?§ _ 

** e* e, 



w» ^i'lM'ti illf* Gleichungen (37) über in: 



i* 



(40; 



dv t 
th 

dv t 
ds 

dv 
ds 



+ v % c 



Q 
v 

v 



+ v t/ t 



- + 44- — -^ = U. 

v 9 



9t 

9 
9i 



\)Wm bohlen Systeme (39), (40) sind offenbar ganz gleicher 
Natur, iiimI iinlcu'Hr.liisidcn sich nur durch ihre rechten Theile. 
IHitmt hIimI In Syriern (40) sofort bekannt, in (39), sobald man ver- 
mittlet ilur Gldchimgen (40) die Grössen v, d. h. die Verän- 
ilwurigmi, welche die (»rossen F erfahren, bestimmt hat. Beide 
Hy»t«ino Hlnd linear, und man kennt die Methoden, mit deren 
Hülfe milche Kystome integrirt werden. Wenden wir uns zuerst 
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dem Systeme (40). In diesem übergeht man zunächst die 
rechten Theile, d. h. man behandelt das System: 

dv x v 2 v 



(41) 



+ -1 — ~ = 

dS Q Q 2 

^ + 4 — ^r = 

dS Q t Q 

dv v 4 v m 

-- + 4: — 4r = 0. 

ds 



Vi 

Nachdem dasselbe integrirt, finden sich die vollständigen Inte- 
grale des Systems (40) durch Variation der Constanten. Und das 
System (39) führt sodann ebenfalls auf das System (41), nebst An- 
wendung der Variation der Constanten. Es kommt also alles auf 
die Integration jenes Systemes zurück. 

Erwägt man indessen, dass die Grössen (T die reciproken 
Werthe der r sind, und dass die Coefficienten ä, p, ... einem 
System von der Form (21), (22) genügen müssen, in welchem nur die 

~r oder — an Stelle der r treten, so sieht man sofort, dass die 

9 

vollständigen Integrale der Gleichungen (41) folgende sind: 

! v i = a «i + b ßi + c Yi 
v % = aä 2 + bß 2 + cy % 
v = acc + b~ß + c 7> 
wo die a, b, c willkürliche Constanten bedeuten. Und wendet 
man nun auf diese Formen die Methode der Variation der Con- 
stanten an, indem man a, b, c als Veränderliche betrachtet, so 
gehen die Gleichungen (40) über in: 

_ da , __ db , _ de 



_ da __ db _ de 
" % ~fo + ßt Ts +n ds 



_ da _ db . _ de 

" ä+P Ts+r dS =u > 

aus denen sich zunächst durch Auflösung findet: 

da _ _ _ 

~ = « 1 u 1 + «,«, + «« 

db __ _ 

J- = ßi M i + ß 2 u t + ß ff 

de - . - . - 
J 8 = Yi u i + 7% u i + 7 w > 
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sodann aber durch Integration: 

/ 



(42a) . . < 



a = — / (ö, u x + a t u t + a u) dt + a 9 

s 

l 

h = ~ J ® Ui + t* u% + ?")** + *• 

* 

l 
c = — J&t u i + 7i u t + yu)ds + c , 



durch a , b , c willkürliche Constanten bezeichnet 

Auch diese bestimmen sich leicht. Ich nehme an, das eine 
Ende des Stabes ($ = 0) sei fest, also daselbst </=0, /? = 0etc., 
oder p = 0, p { = 0, p % = 0. Am andern Ende seien N, P, Q 
die Drehungsmomente der äussern Kräfte, zerlegt nach den Raum- 
axen X\ Y', 7!. Ebendieselben geben, zerlegt nach den Axen 
X, Y, Z, die Drehungsmomente: 

Mi = (*«, + PJi + flFJi 
M t = (Nü t + Pß t + flyj, 

M = {Nä + Pß + Qy) t . 

Nach p. 231, 235 müssen nun diese Grössen den Werthen 
gleich werden, welche die Ausdrücke 



\ds (} qj 



Eq ** ( ^ + = 



- Eq X* C 

— Eqd* C 



ds 



+ = 



ds (., 






^ X* v i 



= — Eq k* v t 



— Eqti* v 



für s = / annehmen ; oder man hat, mit Benützung der Werthe 
von v i9 v 2 , v bei s = / die Gleichungen: 



- *,= 

- M,= 

- M = 



(«i «o + ft K + Fi c o)i • E 9 ** 
(« « + ßb„ + y c„), . ifcO* 
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aus welchen sich durch Auflösung die folgenden Werthe der Con- 
stanten ergeben: 

„ — _ _L ^lüL M äi + °*\ 
— Eq « x 2 "*" A 8 #* >/ 

_ J_ jglf, &^ 2 £^{ 
— ^ ( x 2 "*" X % "*" & U 

_ J_ fcMt y^M, yM> 

— ^Ix 1 T A ! T #* h 

Auf diese Weise sind, wie man sieht, die v völlig bestimmt. 
Gehen wir nun zu dem System (39), so können wir offenbar ganz 
ebenso setzen: 

Pt = f" 2 + 9& + h 7* 
p =fa + gß + hy , 

wo f, g 9 h zu variirende Constanten bedeuten. Und durch Va- 
riation derselben findet sich aus (39) entsprechend den Glei- 
chungen (42») : 



o 

5 



»=/(^ + ¥ + ©* + «• 







Nur die Integrationsgrenzen sind hier anders gewählt. Sie 

bieten den Vortheil, dass bei den festgehaltenen Voraussetzungen, 

wo die p mit s verschwinden sollten, die Constanten f , g , h 

die Werthe Null annehmen. Die Frage der Constantenbestimmung 

ist also sofort erledigt. 

Die gegebenen Formeln vereinfachen sich erheblich für 
speciellere Formen. Ist etwa die Schwerpunktslinie des Stabes 
ein Kreisbogen vom Radius a, und enthält die Ebene X' Z' des- 
selben zugleich die eine Hauptaxe eines jeden Querschnitts, legt 
man ferner den Anfangspunkt in den Punkt s = 0, und lässt die 
Axe Z* die Schwerpunktslinie daselbst so berühren, dass der ge- 

C leb seh, Theorie elast. Körper. 26 
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gebene Kreisbogen in den Quadranten der positiven t und der |^ ej 
negativen X! fällt, so bat man: 



* = *-*-/».-•. * = 1 tu 

— _ s — — . s 

a t = y = cos — , y. = — «= sin — » 

daher __ 

^ = a, Qi = ? = <%>. 

Man sieht , dass diese Werthe das Verschwinden einer Menge toü 
Tennen in den obigen Formeln herbeiführen. 



§ 59. Bewegnngsgleichungen. 

Eine fernere Erweiterung in der Benätzung der vorliegenden 
Betrachtungen erhält man, wenn man von dem Falle des Gleich- 
gewichts zu dem der Bewegung übergeht. Dies geschieht bekanntlich 
immer, indem man, nach dem d'Alembertschen Principe, den 
auf das Innere wirkenden Kräften, welche in den Gleichungen 
des Gleichgewichts auftreten, solche Kräfte hinzufügt, welche ge- 
eignet sind, die in dem Körper auftretenden Beschleunigungen zu 
zerstören, und also in jedem Augenblick den Gleichgewichts- 
zustand herzustellen. Die Beschleunigungen, welche ein Punkt 
zur Zeit t in Bichtung der Goordinatenaxen X', Y, 7! besitzt, sind 
nichts anders als die zweiten Differentialquotienten seiner Coordina- 
ten nach t selbst. Ist nun G das Gewicht der Volumeneinheit, so 
ist das Gewicht eines unendlich kleinen Prismas dx dy ds gleich 
Gdxdyds, und wenn wir durch x',y',z die Baumcoordinaten 
irgend eines solchen Elements im Stabe bezeichnen, so sind die 
Kräfte, vermöge deren die ihm zur Zeit t zukommenden Beschleu- 
nigungen zerstört werden: 

G d 2 x G öV 

_ - dxd yds . w> - gdxdyds . w , 

- -dxdyds. w - 

Inzwischen kann man die Coordinaten eines jeden Punktes im 
Stabe mittels der Gleichungen (4°) p. 199 durch £, % f, <* t etc. aus- 
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ücken. Dabei kann man die Grössen u, v, rv als von höherer 
'dnung übergehen, und z gleich Null setzen, da es sich nur 
d Punkte eines Querschnitts handelt, welcher einem bestimmten 
erthe von s entspricht. Man hat also: 

dt* ~ dt* + x dt* + y dt* 
dl* ~ di* + x dt* "*" y dt* 

av _ a^ , 8Vt 8Vt 

dt* dt* ^ x dt* ^ y dl* ' 

Führen wir dies in die obigen Ausdrücke ein, und bilden 
nn die Summen der diesen Kräften entsprechenden Gomponen- 
q und Drehungsmomente. Die Summen der Componenten sind : 



l*JjW 



dxdy 



= - 7 *JJ\jF + x w +y w) dxdy ' 



-j ds ffw dxdy 
= -i d 'JJ\w + x w+ y m dxdy ' 

Da indess die £,??,?, er... von x, y unabhängig sind, so 
tmen diese Ausdrücke mit Rücksicht auf die Gleichungen 

I / x dx dy = 0, I / y dxdy = 
einfachen Werthe an: 

-i qds W>-i qds W>-J qds dF' 

Aehnlich ist es mit den Kräftepaaren. Diese sind identisch mit 
H Drehungsmomenten in Bezug auf Axen , welche den im Räume 

16* 
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festen Coordinatenaxen parallel durch den Punkt £, rj,t gelegt 
werden. Die Hebelarme, an denen die oben aufgeführten Com- 
ponenten wirken, sind dann x — £, y — tf, z — f, und die 
Suromen der Momente werden also: 



-6?+-#+'#>>''+"j]**- 

= - 1 ds JJ M + * ^ + y ä?'>r.+irrJ 



G 

G 

9 



Erinnert man sich nun neben den bereits aufgeführten Glei- 
chungen noch der Gleichungen 

/ lxydxdy = 9 I lx*dxdy = l*q, I I y 2 dxdy = **q, 
so erhält man für diese Summen die Werthe: 



q ds 

9 



I«* !*('. 



-£)+*(*£-«&)i 



dt 

dt 2 






Diese Kräfte und Momente sind es, welche den gegebenen 
zuzufügen sind. Vergleicht man ihre Ausdrücke mit den ent* 
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»rechenden des § 50 . welche die gegebenen Kräfte enthalten, 
) sind also an Stelle von Z7, V, W t ü it etc. nunmehr folgende 
usdrücke zu setzen: 

TT G PI 

G d%7 l 

r —g*W' 

1 g q de ' U{ g q de 

TT G „ Wi TT & 2 Wt 



9 * dt % ' * ■ 9 de 



G d 2 v G d 2 v 

g q de ' ^ g 9 * dt 



Durch diese Operation kann man aus allen im Vorigen auf- 
stellten Systemen Bewegungsgleichungen ableiten. Ich werde 
ich nur mit dem Fall näher beschäftigen, wo der Stab ursprüng- 
;h gerade und die Abweichung der Elemente aus ihrer natur- 
alen Lage stets sehr gering ist. In diesem Fall kann man 
> ß*> 7 durch 1 ersetzen, während die übrigen Cosinus sehr 
ein sind; und zwar darf man nach den Ausführungen des 
54 setzen: 

«i = ß* = y = i 

du a dv 

* =*-* = &' P=-Y> = Tz' 

— «Z = ßi = <P> 

£ = U, K\ =s V, £ = Z + W. 

Die obigen Componenten und Drehungsmomente werden dann : 



TT G a ' M 

g* d? 


u x , 


U > + ~g *»• W 


G d*v 

r ~ gUr 


Vl g qK ze • 


r t 


TV G V » 




G „ d s » 
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Man bemerkt leicht, das« durch die Einführung dieser Grös- 
sen iu die Gleichungen (34; . . (34 k ) die schöne Eigenschaft jen«r 
Gleichungen, die Variabein getrennt zn enthalten, keineswegs zar- 
stört wird. Es bestimmen sich also in diesem Fall die nach den 
Hauplaxen eintretenden Transversalschwingungen, sowie die Loogito- 
dinalschwingungen und die Torsionsschwingungen abgesondert von 
einander; und zwar erhält man aus den angeführten Gleichge- 
wichtsgleichungen nunmehr die folgenden für die Bewegung: 

Transversalschwingungen : 

E ***-<= M *i + ü + -*r-- -*»* + T lt * 



dz 4 dz* ' ' dz g 9* g *W 

mit den Grenzbedingungen: 

«* ©). — i + "©. +™ + J«<S*\ 

und 






Longitudinalscbwingungen : 
mit der Grenzbedingung: 

Torsionsschwinguugen : 
mit der Grenzbedingung: 

* * |? = c. 

Die allgemeinen Vorstellungen bezuglich solcher Schwingungen^ 
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i bereits in § 19 entwickelt worden. Indem man Lösungen 
1 allgemeinen Bewegungsgleichungen sucht, welche sich durch 
i{* % t) oder sin (*&„*) darstellen, multiplicirt mit einer Function 
r Coordinaten (hier von z), gelangt man zu der Bestimmung 
jr Einzelschwingungen, deren der Stab unter gegebenen Ver- 
iltnissen fähig ist; man gelangt zu einer transcendenten Glei- 
lung für K n , deren Wurzeln sämmtlich reell und positiv sind. 
iese Wurzeln bestimmen die Höhe der Töne, welche der 

ab angiebt, indem die verschiedenen Werthe von — die An- 

M der Schwingungen darstellen, die jene Töne in der Secunde 
sführen. 

§ 60. Longitudinal- Schwingungen eines geraden Stabes. 

Für die Longitudinalschwingungen ist die Aufstellung der 
nscendenten Gleichung sehr einfach. Setzt man: 

n> = w n cos(* n f), 

► tv n nur von z abhängt, so geht die entsprechende Gleichung 
r vorigen Seite, die äussern Kräfte gleich Null gesetzt, in die 
gende über: 

J dz % Eg ' 

Ten allgemeinstes Integral ist: 

5). w n = A n cos \^t n zj/ — j + B n sin[K n zj/ — J • 

Nehmen wir nun an, das Ende z = sei jedenfalls fest, so 
uss w und also auch rv n für dieses Ende, welches an den 
Dilationen nicht Theil nehmen kann, offenbar verschwinden, 
d man hat daher jedenfalls 

4.= 0, 

sich sonst mit z=0 w n auf A n , also nicht auf Null redüciren 
irde. So bleibt: __ 

>) *> = B n sin (* n z y — J cos (x n t). 

Ist nun das andere Ende des Stabes ebenfalls festgehalten, 
muss rv auch noch für * = / verschwinden : und dies ist nicht 
ders möglich als wenn: 
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* (*• ' VJg) = °* 

Dies ist in diesem Fall die transcendente Gleichung von 
welcher oben die Rede war. Ihre Wurzeln sind leicht zu erhal- 
ten; der Sinus kann nur verschwinden, wenn das Argument ein 
Vielfaches von u wird , und die Wurzeln der Gleichung and also: 

it -w/Hg 2 it j/JSg 3 n 1 /'Eg 

*- = T7 ~g- —y-G* —y-G 

die zugehörigen Schwingungszahlen werden: 

2n 2 / V G 2 / V G 2 1 V G 

Die erste Zahl giebt den Grundton des Stabes an, die andern 
die höhern Begleittöne ; dieselben sind, da sie die doppelte, drei- 
fache etc. Schwingungszahl haben, seine Octave, die Quinte der 
Octave u. s. w., Töne, welche je höher sie werden, einander um 

so näher rücken, da das Verhältniss — — - zweier auf einander 

w+1 

folgender Schwingungszahlen sich der Einheit immer mehr nähert, 

je grösser n selbst ist. 

Der Grundton bestimmt also die Begleittöne vollständig« 
Seine eigene Schwingungszahl ist, wie man sieht, der Länge des 
Stabes umgekehrt proportional, und ebenso der Quadratwurzel 
des speeifischen Gewichts , hingegen direct proportional der 
Quadratwurzel des Elasticitätsmoduls, den man sonach aus der 
Höhe des Grundtons selbst zu bestimmen vermag. 

Der Grundton, und damit die ganze Tonreihe, vertieft sie 1 
sich also mit zunehmender Länge und mit grösserem speeifische 
Gewicht, erhöht sich mit zunehmendem Elasticitätsmodul. 

Es verdient bemerkt zu werden, dass nur für den Grundto 
der ganze Stab in zusammenhängenden Schwingungen begriffe 
ist. Die Amplitude der Schwingung an verschiedenen Stellen v 

abhängig von dem Factor sin (x n z 7/ —), mit welchem w b« 
haftet ist. Führt man hier für x Ä seinen Werth 



nn 7 / 



Eq 
~G 
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in, so wird dieser Factor sin — — . Für n = 1 nun wächst dieser 

r actor, also die Intensität der Schwingung, vom Ende bis zur 

Mitte, um dort bei z = — sein Maximum 1 zu erreichen. Aber 

2 

im Allgemeinen verschwindet dieser Factor bei 

— l l 
n 

w k irgend eine ganze Zahl ist; d. h. es giebt für den nten 
Ton des Stabes n — l sogenannte Knotenpunkte, welche an 
der Schwingung überhaupt nicht theilnehmen, und welche, in 
gleichen Abstanden gelegen, den Stab in n gleiche Theile zer- 
legen. Der Stab schwingt also für den zweiten Ton so, als wäre 
er aus zwei gleich langen Stäben zusammengesetzt, für den drit- 
ten so, als wäre er aus dreien zusammengesetzt, u. s. w. 

Die Intensität mit der jeder einzelne Ton auftritt, hängt von 
der Erregungsart ab. Da die obigen Betrachtungen völlig in der- 
selben Weise auch dann noch gelten, wenn man in w den Factor 
cos (x n *) durch sin (% n t) ersetzt, so erhält man den allgemeinsten 
Ausdruck von tu, indem man die Summe aller ähnlich gebildeten 
Glieder einführt, für die z n aber die gefundenen Werthe setzt, in 
der Form : 

z% /_ ' ant , _ ant\ 

w = sin — — I B x cos — - — + C x sin — - — I 

i • 2z7t ( r» laitt r „ . 2a%t\ 

+ sin — — I B z cos — — -f- C 2 sin — — I 

%z% A Sdnt , „ §aitt\ , 

+ sm — [B 3 cos — l h C 3 sin — —J + • . ., 

*obei die B, C willkürliche Constanten bedeuten, und wo der 
Kürze wegen: 



*=]/' 



Eq 



ffcsetzt ist. Die Constanten B, C nun lassen sich immer so be- 
stimmen, dass der Stab einen beliebig vorausbestimmten Anfangp- 
*ustand erhält; dass also die im ersteu Augenblick (/ = 0) vor- 
handenen Verschiebungen und Geschwindigkeiten der Elemente 
$ *ch durch gegebene Functionen von z darstellen. Seien diese 
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Functionen f(z\ F[z), so erhält man aus dem obigen Ausdrucke 
von w, für t = 0: 

= F(r) = — (^sin y +2C,8in — +3(7, sin — + .. . 

Wie sich aus Gleichungen dieser Art die Coefficienten B, C 

bestimmen, davon ist im Frühem schon wiederholt die Rede ge- 

kz* 
wesen. Mulüpiicirt man nämlich die Gleichungen mit sin — §> 

und integrirt sodann über den ganzen Stab, also von Null bis l 
so fallen rechts alle Glieder fort bis auf 2?», C h , und man erhält: 



»i 



/.. . . hzit l 

f[ z ) sm _ dz = j B k 



hzit . hait 

1 



dz = — C» 



Jf(z) sin *± 

woraus die Coefficienten B ht C h sich aufs Einfachste bestimmen, 
wenn die Functionen f, F bekannt sind. So sieht man, wie durch 
diese Functionen endlich das ganze Problem ein vollkommen be- 
stimmtes wird. Aber nur auf die Intensitätsverhältnisse haben sie 
Einfluss, während die Höhe der verschiedenen Töne sich aus- 
schliesslich durch die Grenzbedingungen, durch die Befestigungs- 
art, bestimmt. 

Indem man diese letztere variirt, werden denn auch wirklich 
die erregten Tonreihen verändert. Nehmen wir nicht, wie im 
Vorigen, das Ende z = l fest an, sondern denken uns dasselbe 
frei, so muss nicht w für z = / verschwinden, sondern die 
Spannung muss an diesem Ende schlechterdings Null sein, da 
keinerlei Zugkraft auf dasselbe wirkt. Gehen wir auf die Glei- 
chungen von p. 248 zurück, so ist dies gleichbedeutend mit M = 

oder mit — — 0; man erhält also in diesem Falle, wenn man 

dz 

für w wieder den Ausdruck (46) benützt, und seinen Differential- 
quotienten nach z verschwinden lässt: 



cos (*- ' Vw = °- 
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Die Wurzeln dieser Gleichung erhält man, wenn man das 

TT 

2 



7C 

gument des Cosinus einem ungeraden Vielfachen von — gleich 



tat, also: 



r % 






Diese Tonreihe ist der vorigen ganz ähnlich; aber der Grundton 
st um eine Octave tiefer wie im vorigen Fall, da die Schwingungs- 
ahl nur halb so gross ist; auf den Grundton folgt hier sogleich 
lie Quinte seiner Octave, u. s. w. Auch die Lage der Knoten- 
punkte für jede Einzelschwingung wird dadurch modificirt. Denn 

ia allgemein : 

2n — 1 n -,/ f Eg 

~ ' 1 V ~g' 



• 2 



so wird der von z abhängige Factor in (46) : 

(In — 1 nz\ 
Sm l~ 2— -) ' 

J nd dieser verschwindet, wenn man 

2hl 



2n — 1 

etzt. Um die Knotenpunkte zu finden, fhuss man also die Länge 
es Stabes in soviel Theile theilen, als diejenige Zahl beträgt, 
►eiche das Verhältniss der Schwingungszahl des Begleittones zu 
er des Grundtones angiebt, und alle geraden Theilpunkte zu neh- 
men, vom festen Ende des Stabes an gerechnet. 

Die Einführung der Anfangszustände erfolgt ganz ähnlich wie 
n vorigen Falle. Der allgemeinste Ausdruck von w, welcher sich 
Us den Einzellösungen zusammensetzen lässt, hat hier die Form : 

. z% /_ . ant . „ aitt\ 

= s.n— (^B.cos — + C.sm — j 



. . 3 



sin 



tA*» cos -*r + c * s,n -w) + 



v « c wieder die Bedeutung J/ -ß- hat. Bezeichnen wieder f(z), 

F[z) diejenigen Functionen, welche die anfänglichen Auschreitun- 
S*n und Geschwindigkeiten der Elemente angeben, so hat man 
für t = 0: 
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w = f W = B i 8»» Yl + B * sm "^T + 



= F(z) = Tl (C,.u. ^ + SC,«» — +...J. 



Um daraus die Constanten 2?, C dem Anfangszustande ge- 
mäss zu bestimmen, multiplicirt man beide Gleichungen mit 

sin —yl — , und integrirt über die ganze Länge des Stabes, 

von z = bis z = /; es verschwinden dann rechts alle Glie- 
der bis auf B ht C h , und man hat: 

/-. x . (2h— 1) zjt J / ^ 



/*_, N . (2Ä— 1):« . I 

J ^W s"» jf dz = - C A , 



2 "*■ 



o 

so dass die 2?, C unmittelbar sich finden lassen, wenn die Func- 
tionen f, F gegeben sind. 



§ 61. IJJransversalschwingungen. 

Ich komme zu dem Problem der Transversalschwingungen, 
welches namentlich in Bezug auf Saitenschwingungen von der 
grössten Wichtigkeit ist. Das Problem der schwingenden Saiten, 
seit d'Alembert mannigfach behandelt, wird gewöhnlich in etwas 
anderer Weise gefasst, indem man dasselbe aus der Theorie der 
absolut biegsamen Körper deducirt. Dies kommt mit anderen 
Worten darauf hinaus, dass man in den Gleichungen p. 248 die von 
dem Elasticitätsmodul und den Trägbeitsradien abhängigen Grössen 
vernachlässigt. Aber einerseits darf man in der That Saiten, 
namentlich Stahlsaiten, keineswegs als völlig biegsame Körper 
betrachten; andrerseits scheint es von vorn herein misslich, in 
jenen Gleichungen gerade die Glieder zu vernachlässigen, welche 
die höchsten Differentialquotienten enthalten; ein Verfahren, wel- 
ches höchstens durch den Erfolg, nie aber a priori gerechtfertigt 
werden kann. 

Nehmen wir also an, beide Enden der Saite werden 
festgehalten, ohne aber in ihrer Richtung bestimmt zu sein! 
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n hat sonach für beide Enden die Bedingung, dass die Aus- 
weitungen u, v verschwinden müssen, während die Tangenten 
t Schwerpunktslinie beliebig bleiben. Aber eine weitere Be- 
immung entsteht daraus, dass die Enden eben nur festgehalten, 
Iso keinerlei Drehungsmomenten unterworfen sein sollen. Da 
omit {jf) lf (#) M verschwinden, so hat man für beide Enden 
leben den Bedingungen u = 0, v = noch aus p. 248: 



/d 2 u\ (d 2 v\ 



wodurch denn das Problem vollständig bestimmt ist. 

Man bemerkt, dass die Bedingungen für u und v völlig über- 
einstimmen, bis auf den Umstand, dass in der zweiten Gleichung 
p. 248 x 2 steht, wo in der ersten A 2 erscheint. Dieser Umstand ist 
von einiger Bedeutung; es geht daraus hervor, dass wenn die 
beiden Hauptträgheitsmomente des Querschnitts nicht gleich sind, 
die ursprünglich erregten Schwingungen sich in zwei Componen- 
ten sondern, von denen die eine der einen, die andere der an- 
dern Hauptaxe des Querschnitts parallel gerichtet ist; und dass 
die Tonreihen, welche bei diesen beiden Theilen der Schwingung 
erzeugt werden, nicht völlig identisch sind, sondern um so ver- 
schiedener, je verschiedener jene Trägheitsmomente. 

Denken wir uns die Anfangszustände und die anfänglichen 
Geschwindigkeiten von vorn herein in die betreffenden Componen- 
ten zerlegt, so entspringen aus jeder derselben nur Schwingungen, 
welche der betreffenden Axe parallel sind. Beide Theile des Pro- 
blems können gesondert behandelt werden, und da die sie bedin- 
genden Gleichungen völlig gleichartig sind, so wird es genügen, 
einen derselben, also etwa die Schwingungen u, zu betrachten. 

Diese Schwingungen hängen von folgenden Gleichuugen ab: 
im ganzen Stabe: 

(47). . . . E,l* ^ =M - % --,- + - A 2 , -— ; 

bei z = 0: 

N « = 0, S = ' 

GZ 

bei z = 7: 

Wb) « = 0, ^ = 0; 

dz* 



m 
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endlich, wegen des gegebenen Anfangszustandes: 

für t = 0: 

(47c) u = f(z), d £ = F(z), p 

wo f(z) die anfänglichen Verschiebungen, F(z) die anfänglich vor- 
handenen Geschwindigkeiten (parallel der JTAxe) darstellt. 

Setzen wir nun zunächst, um die Einzelschwingungeo zu 
finden : 

U = U n CQSK n t, 

wo u n eine Function von z allein bedeutet. Führen wir dies in 
die Gleichung (47) ein , so erhalten wir eine Gleichung für «„ 
nämlich: 

(48). . .*!• -^ = j«f ^+_ **.««.- J**^-? 

Diese Gleichung, welche linear und von der vierten Ordnung 

ist, besitzt im Allgemeinen vier specielle Integrale von der Form 

et z 
e n , aus denen sich das allgemeine Integral auf lineare Weise 

ct n z 
zusammensetzt. In der That, wenn man für u n die Form e 

annimmt, und dies in jene Gleichung einführt, erhält man, mit 

ff % 
Beseitigung des gemeinschaftlichen Factors e " die Gleichung 

für cc n : 

EqP.af = Ma n * + % q* n * + £ Vqx*** 

9 9 

aus welcher sich ergiebt: 
M G 



«: 



«2. , l/lJL ^IY + ££ 

iE—V \lEql % 2gE) Egl 1 



2Eql 2 2gE — V \2EqX* 2 g EJ Eg 

oder, wenn man der Kürze wegen: 

M 2 G h * 



2Eql* EgX 

setzt: 



a 2 



* - *¥ ± Y{* - "-¥)' + »•«•• : 



wo denn b nur noch von der Gestalt und Masse des Stabes, a 
ausserdem von der Spannung M desselben abhängt. Ist % n reell, 
so ist von den beiden Werthen von aj der erste 



— 255 — 

itiv und a n reell, der andre aber wird negativ und also a n 
iginär; ich setze daher für diesen Werth — ß n 2 an Stelle von 
, und habe dann: 

Die diesem Werth entsprechenden Exponentialgrössen er 
wandeln sich in Sinus und Cosinus; und statt der vier beson- 
rn Integrale 

nn man dann die vier folgenden einführen: 

(X z — et z 
e " , e , cosß n z, sin ß n z, 

dass der allgemeine Werth von u n ist: 



v„z _ — ct H z 



i) . u n = A n cosß n z + B n sinß n z + C n e n + ß n e 

> A n , B n , C n , D n willkürliche Constanten bezeichnen. 

Führen .wir dies in die Bedingungen (47*) , (47 b ) ein, so er- 
Iten wir für die Constanten folgende Bestimmungen: 

4. + C n + D n = 

— ßn* 4. + «»* (C n + #n) = 

A H cosßJ + B n smß n l + C n e aJ + D n e ~ aJ = 

ß* {A n cosft.7 + B n sin&Z) + * n 2 (c n e aJ + D n e ~~""0 = °- 
Schliessen wir hier die Möglichkeit cc n 2 = ß tt * aus, welche 
?leich besonders untersucht werden soll, so zerfallen diese Glei- 
uogen sofort in: 

4. = 0, C n + 2> n = 

B n sinß n l = 0, C»*"' 1 ' + D n e~" J =: 0. 

Hier sind nur zwei Fälle möglich; einmal dass C n = 0, D n = 0, 
d 

sin/3 n Z = 0; 
an muss ß w Z einem der Werthe 

i) ßj =z 7C f 27t, 3tT ... 
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gleich werden. Oder es müsste B n = sein, C u = — D n und 
daher 

e * = e 
In diesem Falle würde man erhalten: 

Man sieht; dass dies dieselbe Reihe ist, wie die vorher für 
ß n l erhaltene, nur multiplicirt mit V—l. Genauer betrachtet heisst 
dies nichts anderes, als dass man die vorige Lösung reproducirt, 

nur jedesmal — = statt ß geschrieben; auch gehen die in dem 

Ausdruck von u n dort scheinbar übrig bleibenden Exponential- 
grossen wegen des imaginären Exponenten in genau dieseJkt 
trigonometrischen Glieder über, welche zuvor aus den beibehalte- 
nen Gliedern mit ß n sich ergaben ; genug, dieser Fall giebt nichts 
Neues, und braucht also gar nicht berücksichtigt zu werden. 

Aber eine kurze Erwägung erheischt noch der Fall, wo etwa 
"*> ßn einander gleich sein könnten. Dies tritt ein, wenn 

(.. _ *£,y + >.„.. _ „. 

In diesem Falle ist der Ausdruck (51) nicht das vollständige 
Integral der Gleichung (48), welche die Gestalt 

annimmt; sondern ihr vollständiges Integral ist: 

CT —/*T 

u n = (4, + B n z) e + (C n + B n z) e , 

was man durch Differentiation leicht verifleirt. Die Bedingung* 1 
gleichungen (47*), (47 b ) geben nun: 

A. + C % = 0, c' [J, + C n ) + 2c (2?„ — DJ = 
(4, + BJ) e Cl + (C n + DJ) e~ Cl = 
c*(A n + BJ) e d + c*(C n + BJ)e~ Cl + 2 C (z?„ e rf + D n e ~ cT )^- 



Man schliesst hieraus leicht, dass A n = B n = C n = J) n ^ °- 
und dass also Einzelschwingungen dieser Art nicht existiren 
können. 
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So bleibt denn nur die Lösung (52) übrig, nach welcher ß r 
die Werthe 

n 2n 3 TT nit 



l l l l 

annehmen kann, und nach welcher also, wenn man auf die 
Gleichung (50) zurückgeht, für x n 2 die folgenden Werthe gefunden 
werden ; 

**~~lbV ?+l % n %i IbV f + AVn*"" IbV w+^ l n z n i "" 

Diese Werl he sind sämmtlirh reell; was eine Bestätigung des 
Satzes giebt, dass überhaupt nur reelle Schwingungen, d. h. rein 
periodische Bewegungen eintreten können. Diese Tonreihc aber, 
deren Schwingungszahlen mau erhält, indem man die obigen 
Zahlen durch 1% dividirt, hat im Allgemeinen nicht den einfachen 
Charakter der im Vorigen betrachteten Reihen, indem die einzel- 
nen Schwingungzahlen nicht rein numerische Verhältnisse haben. 
Indess ist dies dennoch mit grosser Annäherung der Fall, wenn 
die Spannung sehr gross, der Querschnitt ausserordentlich klein 
»st. Führen wir nämlich in das allgemeine Glied der obigen 
Reihe für a, b ihre Werthe wieder ein, so kommt: 

**~ T V ' Gq{f + n*tf"V) " 

Wenn also X so klein wird, dass trotz des grossen Eiastici- 
lätsmoduls unter der Wurzel die ersten Glieder überwiegen, so 
erhält man die arithmetische Reihe 

T V a 9 t r g' 7 r g"" % 

und es wird die Annäherung um so grosser sein, je kleiner n, 
also grösser für die ersten Glieder der Reihe. Die obige Reihe 
aber ist wieder die schon bei den longitudinalen Schwingungen 
erhaltene Reihe von Grundton, Octave, Quinte der Octave u. s. w, 
welche man allgemein auch für transversal schwingende Saiten an. 
nimmt. Die Schwingungszahl des Grundtons ist proportional mit 



wi-« 



dieser Ton und mit ihm die ganze Reihe, erhöht sieb 

also mit wachsender Spannung M, vertieft sich mit wachsender 
Länge und mit grösserem speeifiseben Gewicht. Namentlich aber 

Clebtch, Theorie ela»t. Körper. ]7 
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ist es auch bemcrkcnswerth, dass X aus diesen Zahlen ganz ver- 
schwunden ist, so dass also jene erwähnte Ungleichheit der Ton- 
reihen für die den beiden Ilauptaxcn parallel gezählten Schwingun- 
gen unter dieser Annahme aufhört. 

Ganz anders wird es, wenn umgekehrt die Spannung gering 
oder Null ist, wie dies bei einer elastischen Feder eintreten kann, 
deren Enden nur einfach festgehalten sind. Behält man in diesem 
Fall nur die zweiten Glieder unter dem Wurzelzeichen bei, indem 
man auch, wenigstens für kleinere n, ifi&X* gegen /* vernach- 
lässigt, so ist 

Auch in diesem Fall erhalten wir eine in einfachen Verhält- 
nissen fortschreitende Tonreihe. Aber die Schwingungszahlen bil- 
den die Reihe der Quadratzahlen; auf den Grundton folgt 
sofort seine zweite Octave. 

In dem allgemeinsten Fall tritt nun eine solche einfache 
Tonreibe nicht auf, da n noch unter der Quadratwurzel enthalten 
ist; und erst aus den Schwingungszahlen zweier Töne ist die 
ganze Reihe numerisch bestimmt. Um so bemerkenswerther ist 
es, dass die Lage der Knotenpunkte unter allen Umständen 
dieselbe, und ganz einfach bestimmt ist. Denn der von z ab- 

hängige Factor in u n wird, da ß n = — ist, zu 

nzn 

sin — — y 
i 

>». hl 

ein Ausdruck, welcher für z = — verschwindet. Die Knoten- 

n 



punkte des nteu Tons theilen also unter allen Umständen 
Länge / in n gleiche Theile, so dass der ganze Stab sich dem 
/iten Tone gegenüber ebenso verhält, als bestände er aus »gleich- 
langen Stäben, welche sämmtlich ihren Grundton angeben. 

In etwas haben die speciellen Werthe der x n Einfluss auf 
die Einführung des Anfangszustandes. Der allgemeinste Ausdruck 
von w wird nach dem Vorigen 

u = ^, (B n cos x n t + C n sin %J) sin — — 
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Man hat also für t = 0: 



nzit 



u = f(z) = J5£ B n sin " 



n=0 

jf = FW = ^ x n C n sin — , 

»=o 

ganz wie bei den Longitudinalschwingungen ; und dasselbe Ver- 
fahren, welches dort angewandt wurde, gibt also auch hier: 



ff(z) sin n -^ dz= ± B n 



/' / t . Mit , l „ 

F(z) sin — tfz = *„.- 6 7 n . 

Ich will dies auf ein specielles Beispiel anwenden. Ursprung- 
lich soll sich der ganze Stab in seiner natürlichen Lage befinden ; 
diejenigen Theile, welche auf einem sehr kleinen Stuck des Stabes 
zwischen z = h + s und z = h — s enthalten sind, haben die 
Anfangsgeschwindigkeit u erhalten; alle übrigen Punkte besitzen 
auch keine Anfangsgeschwindigkeiten. Es ist also f(z) überhaupt 
Null, und somit verschwinden sämmtliche B\ F(z) hingegen ist von 
Null verschieden zwischen z = h — e und z = 7i + € , und hat 
dort den Wcrth w . Da nun die Function F ausserhalb dieses 
Intervalls verschwindet, so ist auch bei der Integration nur dies 
Intervall zu berücksichtigen, und es wird also: 

h+s 
2^ / nz% 

C »~ l« n J ™ / CK 
h—s 

2t/ ft f mtih — f) nnih + e)'] 

= -- cos — — cos — - 

n n x n L / * J 

4w fl nnh nne 

— sin -t— sin 



n % x. / l 



r n 



Ist nun b, wie ich angenommen habe, sehr klein, so kann 
man sin — — durch —-— ersetzen, und es bleibt endlich: 

4w f . nnh 
C m = . sin 



/x„ / 



'* 



17 
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Su wird denn «Irr ganze Srhwingungszustand dargestellt 
durch die Reihe: 

u = - I - siu - sin-— sinx,/ 

l \x t l l 



1 . 2;rA . litz . \ 

+ — sin— — sin-—— sinx.f 4- ••• 
x t l / * / 



DieTerme der Reihe nehmen offenbar ab. da die Zahlen x r x r 
zunehmen; es wird also der Grundton vorherrschen , die beg 
lendeii werden schnell schwächer in dem Maass wie ihre Höhe 
zunimmt. Von diesen Nebentoiien kann selbst einer oder der 
andere ganz ausbleiben. Ist nämlich die Erregungsstclle Knoten- 
punkt eines Tons, etwa des wten. so hat man nach der Defini- 

71 "TA 

tion der Knotenpunkte sin -^— = o, und es verschwindet mit 

diesem Factor das entsprechende Glied der Reihe. 

Ich werde auf andere Fälle der Refest igungsart nicht eingehen, 
da es vorzüglich auf Darstellung der Methode ankam, welche im 
Vorigen auseinander gesetzt ist. Man findet insbesondere solche 
Fälle, in denen die Spannung M nicht vorhanden ist, behan- 
delt bei l'oisson. traite de Mecanique. 2" ,p ed. tome II, p. 368 folgg., 
worauf hier verwiesen sein mag. 

§ 62. Torsion8SohwingnngeiL 

lue Torsionsschwingungen verhalten sich den Longitudinal- 
schwinguiigcn so sehr analog, dass es genügen wird, dieselben 
ganz kurz zu behandeln. Nimmt man an, dass keine Kraft auf 
das Innere des Stabes wirke, so ist die Differentialgleichung, welche 
die Stellung des Querschnitts in jedem Augenblick angiebt, nach 
§ 59. p. 248: 

Dieselbe unterscheidet sich von der Gleichung für die Ion- 
gitudinalen Schwingungen nur dadurch, dass hier der Coefficient 

T - — „ 9 auftritt, wo dort der Coefficient — erschien. Mit 

(jE O* gE 

Rücksicht hierauf kann man die in § 60 aurgestellten Formeln 



i- 
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rie Weiteres benützen, wenn man nur dein dort durch a be- 
chneten Ausdruck liier den Werth: 



a=j/ 



Eg & 



G A 2 +x* 

liegt. Die Reihen der Schwingungszahlen sind: 

% a %%a Zita 

ü' TT' TT" 

r den Fall , wo beide Enden des Stabes befestigt sind , hingegen : 

%a Zita hita 
¥T' TT' TT 

enn das eine Ende vollkommen frei ist. Freilich kann man 
ese Zahlen in diesem Fall nicht mehr als die Repräsentanten 
m Tönen ansehen, aber ihre Bedeutung für die Einzelschwingun- 
>n, so wie das über die Lage der Knotenpunkte Gesagte bleibt 
tllkommen unverändert. 

§ 63. Spannungen im Innern. 

Die Spannungen, welche im Innern eines Körpers von klei- 
m Querschnitt auftreten, sind im Frühem bereits angegeben 
irden ; doch ist es der Wichtigkeit in den Anwendungen 
3gen gut, dieselben nochmals an dieser Stelle besonders her- 
rzuheben. 

In jedem Element sind bis auf Grössen höherer Ordnung 
ir die Spannungen f 18 , t ti , / 33 vorhanden, von denen die beiden 
sten den Hauptaxen des Querschnitts parallel auf die Quer- 
finitte selbst, und der Axe des Elements parallel auf diejenigen 
mgsschnitte wirken, welche durch die Axe des Elements und 
eine Hauptaxe des Querschnitts geführt werden. Diese Spannun- 
n haben nach (l a ), p. 195 die Ausdrücke: 

= .#[(« + «,# + «, y) +z (b i x + b t y)~] 

E 



*(!+**) 



(^■■* / + ( p y --Kn^ 



f S« f öl dx +b *d*/ 
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* du)' 



w*+(2— rt«* 



2 



>*T + *'*^* 



Iffe 



oder, wenn man aus (2) die Wertbe der a etc. einführt: 

^-tK -*! +'*) + • ('* + **)! 



\i\ 




<ts = 









8» 

Erinnert man sich nun, dass die Function B von der zwei- 
ten Ordnung war, B t , B % von der dritten, ihre Differentialquo- 
tienten jedesmal von der um 1 niedrigeren Ordnung, dass ebenso 
l, x, & von der ersten Ordnung waren, so reducirt sich dies 
System, mit Beibehaltung allein der Grössen niedrigster Ordnung 
auf: 



' S3 = TV* **" ~~ B ' "?) 



(53) 



<13 = - 



'«3 = 



2q(l+ll) 
1 

2?(l+f») 



«* v + J*-) 



und« es werden also im Allgemeinen diese Glieder allein beizube- 
halten sein. Auf die von A, B abhängigen Glieder wird man nur 
bei etwaigen besonderen Punkten zurückkommen müssen, in de- 
nen die Krümmung des Stabes sich sehr rasch ändert, und deren 
in § 49 Erwähnung gethan ist. Hingegen kann es bei Stäben, 
welche nahezu geradlinig bleiben, nothwendig werden bei f 83 das 
von C abhängige Glied zu berücksichtigen, sofern eine bedeutende 
Längsspannung eintritt, und dann zu schreiben: 



* 



33 



M 



c + 



Äy _ B'x\ 



Führt man an Stelle der Momente Ä, B\ 0' wieder die re- 
c *proken Krümmungsradien — 
^t man: 



— und die Torsion — ein, so 



(54) 



t 



33 



= - + E 
9 



'«3 



E 



2(l+^) 9 

_ E 






dx 
dB. 



(— ►$)■ 



Die beiden letzten Spannungen verschwinden , wie man sieht, 
tnit der Torsion ; in dem Fall der blossen Biegung bleibt also 
im Allgemeinen nur die Längsspaunung t. 6Z zurück. Diese setzt 
sich aus zwei Theilen zusammen, aus dem von C herrührenden 

Q 

Antheil— , welcher allen Punkten des Querschnitts gemeinsam ist, 
und aus der Grösse 



E 






welche in der Axe verschwindet, und nach der Peripherie zu 
wächst, aber verschieden in verschiedenen Richtungen. Die am 
meisten gespannte Stelle liegt also in der Peripherie, und ist 
nach dieser Formel leicht zu bestimmen. 

Bleibt insbesondere der Stab nahezu gerade, und bezeichnet man 
durch u, v kleine Ausschreitungen der Schwerpunktslinie in Richtung 

der X und TAxen, so wird nach §54 — — — ;rv — = ;r» » also 

Q t dz 1 Q i *~ % 



dz* 



(55) t 3Z =-- E (x— t +y - 2 ); 



eine Formel, welche bei der Biegung dünner Stäbe zur Anwen- 
dung kommt, und welche in die übliche Formel übergeht, wenn 
man nur eine der beiden Biegungen u, v für sich betrachtet. 
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§ 64. Grundlage für die Behandlung dünner Platten. 

Die Theorie einer elastischen Scheibe*) lässt sich auf äho- 
liche Art behandeln wie die soeben ausgeführte Theorie dünner 
Drähte. Auch hier ist es zunächst eine Fundamentalanschauung, 
dass man für das innere Gleichgewicht der Elemente die auf das 
Innere wirkenden Kräfte vernachlässigen könne ; auch hier werden 
wir so verfahren , dass wir zunächst dieses Gleichgewicht begrün- 
den, die Conlinuitätsbedingungen erfüllen, und endlich, indem wir 
die Bedingungen des äussern Gleichgewichts der Elemente fest- 
stellen, zu den Gleichungen für das Gleichgewicht der ganzen 
Scheibe gelangen. 

Denken wir uns im Raum dreiCoordinatenaxen, X\ Y\t, 
so dass etwa ursprünglich die Mittelfläche einer gegebenen , sehr 
dünnen ebenen Platte mit der Ebene X\ Y\ zusammenfallt. In 
dieser Mittelfläche seien a, b die Coordinaten eines Punkts. Le- 
gen wir von diesem Punkte als Anfangspunkt ein Coordinaten- 
system X, Y, Z dem ersten parallel , welches nur für die in der 
Nähe von a, b liegenden Punkte benützt werden soll. Und zwar 
denke ich mir die XAxe mit einem durch a, b der XAxe 
parallel gezogenen Linienelement in solcher Weise fest verbun- 
den, dass sie auch nach jeder beliebigen Verbiegung an demsel- 
ben haftet, ebenso die ZZEbene mit dem Flächenelement der 
Mittelfläche fest verbunden , so dass sie zwar über demselben hin- 
gleiten, nie aber die Ebene desselben verlassen kann. Ziehen 
wir also in der ursprünglichen Lage der Mittelfläche durch a, & 
zwei den Axen X ', Y' parallele Elemente da, db t so soll auch 
nach jeder Verbiegung das Coordinatensystem der X, Y, Z s° 
mitbewegt erscheinen, dass die XAxe desselben fortwährend rfl 1 
dem Element da zusammenfällt, die ZAxe fortwährend auf d c 
db senkrecht steht. 



*) Die wahren Gleichungen für kleine Verschiebungen und Schwi* 
gungen dünner Platten sind zuerst von Kirch ho ff in Crelles Journ^ 
Bd. 40 gegeben; später in Folge einer von Kirchhoff in Betreff d^ 
Methode gemachten Bemerkung (Crelles Journal, Bd. 56) von Gehrin 
in seiner Dissertation de aequatiombus diff. qiäbus aequilibrium et motu 
laminae crystallinae definiuntur, Berlin, abgeleitet und zugleich auf kiy 
stallinische Medien ausgedehnt. Endliche Verbiegungen sind bisher 
nicht behandelt worden. 
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In diesem Coordinatensystem seien nuii ursprünglich x, y, z 
die Coordinaten eines Punktes, welcher dem Punkte a, b sehr 
nahe liegt; also x + a, y + b, z die ursprünglichen Coordinaten 
des Punktes x, y, z im Raum. Nach der Verhiegung soll der 
Punkt a, b im Raum die Coordinaten £, rj, f besitzen. Das 
Coordinatensystem X, Y, Z hat sich mitbewegt in der oben an- 
gegebenen Weise, und jener Punkt welcher in demselben ur- 
sprunglich die Coordinaten x, y, z hatte, besitzt jetzt in demsel- 
ben die Coordinaten x + u, y + v, z + rv. Retrachten wir zu- 
nächst die Zustände in dem Elemente der Platte, welches dem 
Punkt a, b oder £, % f benachbart ist. 

Der Zusammenhang des verschobenen Coordinatensystems 
X, T, Z mit dem im Raum festen System AT\ Y 9 1! drückt sich, 
«Ja |, rj, £ die Coordinaten des neuen Anfangspunktes sind, nach 
den Formeln (4 C ), p. 199 mittels der Gleichungen aus: 

(x = £ + a i (x + u) + or t (y + v) + ce (z + w) 
y =i + A(* + «) +A fr + *) +/»(* + ») 
*' = ? + 7i (* + u) + y 2 {y + v) + y {z + w), 

wo x, y, z die wahren Coordinaten des verschobenen Punktes 
x, y, z im Raum bedeuten, und wo die Grössen a l9 ß lt y t die 
Cosinus der verschobenen A'Axe gegen die festen Axen im Raum 
sind, ebenso a lt ß 2 , y 2 die der FAxe, cc, ß, y die der ZAxe. 

Zwischen diesen Cosinus bestehen die Redingungen (5), (6): 

( «i f + A* + y, f = i «, « + A ß + n r = ° 

(57) . . I ** + ßf + yf = ], aa l +ßß i + yy l = 

\ «• +/»■ +y 2 =i. «i« t +AA + rirt = °- 

Die Grössen |, rj, f , sowie die 9 Cosinus <*, etc. sind als 
Functionen von a, b zu betrachten, welche die ursprünglichen 
Coordinaten des Anfangspunktes von X, F, Z waren; das ganze 
Problem ist gelöst, wenn man jene Grössen als Functionen von 
a, b bestimmt hat. 

Inzwischen ist das Element da ein wenig verlängert, und 
etwa in 

da (1 + *J 

übergegangen, wo tf, eine sehr kleine Grösse ist; ebenso ist 

db in 

db (l + * t ) 
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übcrgegangeu , wo auch <f f sehr klein. Und beide Elemente, 
welche ursprünglich gegen einander senkrecht waren, sind dies 
nach der Verschiebung im Allgemeinen nicht mehr, sondern bil- 
den einen Winkel 90° — t, wo t ebenfalls sehr klein ist. Wir 
können die Endpunkte dieser Elemente nun in doppelter Weise 
auflassen. Das erste ist nach der Verschiebung noch immer der 
Axe X angehörig, seine Projectionen auf die Raumaxen sind 
also nachher: 

(57a) . . . a t da(l + a t ), ß t da (1 + *,), Yi da (1 + *,). 

Die Projectionen des andern bilden wir, indem wir von sei- 
nem Endpunkte auf die FAxe ein Loth fallen ; die Katheten des 
entstehenden rechtwinkligen Dreiecks sind dann, mit Rucksicht 
darauf, dass r sehr klein, also cosr = l, sinr==r :db(l+^ 
und r dh (1 + <r 2 ). Projiciren wir nun statt der Hypotenuse beide 
Katheten und addiren beide Projectionen , so erhalten wir, da die 
eine Kathete, der AT Axe parallel, gegen das Raumsystem die Co- ., 
sinus «j, ß t ,y l9 das andre, der FAxe parallel, die Cosinus a 8 ,/5 8 ,y, 
bildet, für diese Projectionen: 

(57b) («,+«.!) Ä(l+tr,) f (ß t +ß t *)db (l+tfj, (y t +y t T)« (1+«J. 

Aber man kann die Endpunkte jener Elemente auch als An- 
fangspunkte von Coordinatensystemen wie X, Y, Z betrachten, 
welche nur benachbarten Punkten, nicht mehr dem Punkt a,b 
selbst entsprechen. War nun die neue Lage des Anfangspunktes, 
welcher oben betrachtet wurde und ursprünglich die Coordinaten 
a, b halte, durch g, % f bezeichnet, so werden in gleicherweise 
die neuen Lagen der benachbarten Punkte a + da, b und «, 
b -f- db folgende: 

* + !*•*+§*• *+aT d6 ' 

und die Projectionen der Verbindungslinien von §, r\, f mit die- 
sen Punkten, d. h. die Projectionen der verschobenen Elemente 
da, db werden: 
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a J , Vn A dt , 

w- da, . da, 5- da 
da da da 

»I .. dn dt 

m db ' dB db ' db dö - 

)ie Vergleichung mit den früheren Ausdrücken giebt also: 
g = ft (1 + *,), g = (ft + r ft) (1 + <r 8 ) 

1 1| = r. (i + *.)• § = (y. + * y.) (» + «»)• 

Mittels dieser Gleichungen kann man sich die Coefßcienten 
. . sämmtlich durch die Differentialquotienten von & % ? aus- 
ickt vorstellen. Denn a i9 tf 2 finden sich sofort, indem man 
fuadrate der vorliegenden Gleichungen addirt, und nur t* 
chlässigl: 



1 + 



■ - / (!)'+ ®+ (I)' 



pücirt man aber die entsprechenden Gleichungen (58) mit 
ider und addirt dann, so kommt: 

wi -i. «wi -i. «i — * H .9ndn ,9t dt 

Daher denn die obigen Gleichungen sofort a,, /J t , y,, ct t , ß t , y 2 
>en; a, 0, y erhält man dann aus den Beziehungen (57). 
rscheint das Problem auf nur drei Unbekannte zurückge- 



5. Ausdrücke für die Verschiebungen in den Elementen. 

Verfahren wir nun ganz wie in § 49, indem wir nur statt 
1 unabhängigen Veränderlichen s hier zwei, a, b, haben, so 
)en sich zunächst aus (57) folgende Systeme von Formeln 
Bezeichnungen ; 
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ml 



1 ca l ca ca 

" f ca + Pt da ±U ca 

« HP ; \rY —'• 

ca ca ca 

. 9 r'+ß&+ r ^= 

ca ca ca 

a da *+ß d A + y d x*= 

' da +P| ca +y ' da 
ß *Li+ß d ll +y^l= 



ca cß . tfy 



= 



= 



2*2 Ä 20 t .. ^1 __ 



-a^l-ß'-rl- 



ca 
da 



ca 

dß 



y äT 






da dp dy 

C. — £L — - V. -^ = 



3* r ol / a* 



"' db + Pi db + Yi ** 



ca 

da 
db 
da 

l *¥b 

da t 



ß^ 
Ft da 



y *Ta 



db 
ß & 



— Yi 



db 

dy 
db 



=s. 



db 






f d& 



a* 



7t db 



V 



Man kann aber sodann nieder bemerken, dass nach der 
schon bei den Elementen da, db entwickelten doppelten Anschau- 
ungsweise die ('^ordinalen x\ y\ z eines verschobenen Punktes, 
nach a, b differenzirt dieselben Resultate geben müssen wie nach 
x, y diflerenzirt. Oder wenn man will: in der natürlichen Lage 
hat ein Punkt des Körpers die Coordinaten x + a, y + b, z: 
es können also auch x\ y, z nur Functionen dieser drei Grössen 
sein; und es muss daher gleichgültig werden, ob man x, y, z 
nach x oder nach a, nach y oder nach b diflerenzirt. 

Führt mau aber dies aus, setzt die Resultate einander gleich, 
und schliesst dann ganz wie in § 49, so erhält man den dort 
angeführten Formeln (11) analog: 



du du t , , x / . x . 



(60a) 



I dv 



dv 



hl^eä + r ' (* + »)-»■.(* + «) 

dw dw . . . . 

Tx=d~a + '.(*+")-'•. <* + •)• 
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£ — jjjf + *o (»+*) — *i (* + ») + » (1 + «J 

to = ö; + *i (*+«') — *«(*+«<) +«, 

2w> dtv . 

;hliessen wir nun die Fälle aus, wo die Krümmung der 
sehr schnell sich ändert, was auch im analogen Fall der 
auf besondere Betrachtungen führte, so können wir diese 
ingen, die ohnedies nur auf sehr kleine Theile der Platte 
ndt werden sollten, sehr vereinfachen. Es sind or, y, z 
ehr klein , u, v, w wiederum sehr klein selbst gegen diese ; 
ihrend die Differentation von w, v, w nach x, y im Allge- 

die Ordnung der sehr kleinen Grössen erniedrigt, indem 
esmal einen sehr kleinen Factor beseitigt, so findet dies 
• Differentiation nach a, b, welche endliche Grössen sind, 
tegs statl. Es werden also die Differentialquolienten nach 
>gen die nach x, y im Allgemeinen klein sein. Vernach- 
man endlich noch das Product r.<> 2 , so erhält man fol- 

System : 

du du 

dv dv 

- = r x z~r,x, - = ,,* - s 9 x + t 

dm dw 

- = r t x-r t y, - = , t x-* iy . 

ese Gleichungen sind es, welche, indem man u, v, w 
gemäss bestimmt, die Bedingung ausdrücken, dass die 
aus einer continuirlichen Folge von Elementen gebildet 
Da in denselben die r, s, a, x nur von «, b abhängen, 
y 9 z unabhängig sind, so ist es sehr leicht, die Ausdrücke 
v, w zu bestimmen; 6. h. die relativen Verschiebungen 
timmen, welche die benachbarten Theile eines Elements 
q können, ohne dass der Zusammenhang aller Elemente 
einander gestört wird. 

fe Ausdrücke (61) indess reduciren sich zunächst noch 

wenn man die Gleichungen (58) beachtet. Man erkennt 

ti aus diesen sehr leicht, dass r und s selbst sehr kleine 
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Grossen sein müssen, und dass s t von — r t sich nur sehr ¥ 
unterscheiden kann. In der TJiat, es folgt aus (58) mit Verc 
lässigung der sehr kleinen Grössen <F t , <f s , r: 

&% da^ da, 

~db ~ 



(62) 



dadb db da 

*L = d A = d li 

da db db da 

n_ = h± = d ji 

da db db da 

Bis auf Grössen höherer Ordnung hat man also aus (61 

dy, 



• % da +P| da +y « da 



da t 

^— ff 5. 

1 db 



+ aS + » 



dy x 
db 



~~ * db Pt db n db 

da 



= — •- ^ — ß* TZ — 7 t 



dy t 



1 da r * da * f da ' 
was der Gleichungen 

«." + ß,' + /.* = i. «,• + A* + r,' = » 

wegen verschwindet. Und ferner 



db ^ P db ^ 7 db da ^ P da ^ 7 da 



oder 



s. 



r r 



In den Gleichungen (61) kann man daher bis auf Gros 
höherer Ordnung 

(63) r = 0, s = 0, f s = — r, 

setzen, und dieselben demnach übergehen lassen in: 



du 



du 



dx 


' 2 ~ l "1 


dy 


dx 


r i* 


dv 

'9g 


drv 

dx 


r t x — r t tf 


dm 

du 



= r t z + t 



= »i * + * s 



— r, <r — 5, y,. 



wobei nur Grössen zweiter Ordnung vernachlässigt sind. I 
diesen Gleichungen aber ergiebt sich sofort durch Integratioi 



(64) 



— 271 — 

u = — r 2 z x + r, zy + tf t x + x y + u 

v = r t z x + s r z y + a 2 y + v 

x 2 y* 

tv = r% - — r x xy— s t j + tv ; 



wo nun u , v , tv nicht mehr x, y, wohl aber z, a, b enthalten 
können. Diese Grössen unterliegen indess noch gewissen geo- 
metrischen Bedingungen, welche in der Wahl des Coordinaten- 
systems der x, y, z ihren Grund haben. Denn der Punkt a, b, 
dessen relative Coordinaten x, y, z gleich Null sind, sollte bei 
der Verschiebung noch Anfangspunkt bleiben, das durch ihn ge- 
zogene Element dx noch auf der ZAxe bleiben, das ursprünglich 
mit der FAxe zusammenfallende Element dy noch nach der Ver- 
schiebung in der X Y Ebene enthalten sein. Es müssen also 
u 9 v 9 tv sammtlich mit x, y y z verschwinden, für x = dx, y = 0, 
z = O müssen noch v und tv, für x = 0, y = dy , z = noch tv 
verschwinden; oder mit andern Worten, es müssen für a? = 0, 
y = 0, z = Q folgende Grössen Null sein: 

dv dtv *dtv 

u, v, tv, — , — , — • 
dx dx dy 

Dies in die Ausdrücke (64) eingeführt; zeigt dann, dass mit 
z die Grössen t* , v Qt tv verschwinden müssen, wodurch alles 
übrige von selbst erfüllt ist. 



I 



§ 66. Inneres Oleichgewicht der Elemente. 

Bisher ist ausschliesslich der geometrische Zusammenhang 
der Elemente ins Auge gefasst worden. Aber die Ausdrücke, 
welche wir für w, v, tv erhalten haben, müssen nun auch den 
Bedingungsgleichungen geringen, welche für den Gleichgewichts- 
zustand im Innern des Elementes erforderlich sind. Bilden wir 
nach (31), § n die Ausdrücke der Spannungen, wie dieselben 
auf die Seitenfläche eines unendlich kleinen Parallelepipedons wir- 
ken, welche im Innern des Elements mit seinen Flächen den 
Ebenen der X, Y, Z parallel ist, so erhalten wir: 
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'« = i^l£ + nM* + *+fc-J«+? 



fctfi 
llrfd 



l 
|ft 



# 



/ = - -■ • 

*■ 2:l+fl) ?Z 






lud bilden wir nun die Bedingungen des innern Gleichge- 
wicliis, welche, da man nach dem Frühem von äussern Kräften 
abstrahiren kann (§ 47). die Form annehmen: 






?t 



31 



rar 



^ fy ^ 0Z 

+ "ä " + IT = °' 



so erhalten wir die einfachen Gleichungen : 

**=*. -^=o, -^ + _^_|_ ffl+fft+(Sl -^ +T: j)- 



Die ersten beiden Gleichungen zeigen, dass j-* 9 --^ constant 

sein müssen, also auch die Spannungscomponenten t i3 , i iV f SJ 
constant. Bemerken wir indess, dass an der freien Oberfläche des 
Elements, welche der ZFEbene parallel geht, keine äussere 
Spannung vorhanden sein kann, da, wie wir immer voraussetzen, 
keine äussern Kräfte auf diese Flächen wirken sollen; dass also 
'i.v '23' ^3 daselbst Null sind, so folgt, dass auch die Grössen, 
welche man durch einmalige Integration der obigen Gleichungen 
erhält, nur Null sein können: 



a "°- = ^ = —°- + - 

dz 'dz dz l 



f* 



P 



0« + ^ + (*— '«KH 



n. 



Und hieraus folgt weiter, dass w , v selbst constant sind; 
und sogar Null, da, wie am Ende des vorigen § gezeigt wurde, 
dieselben für z = verschwinden sollten. Auch w wurde dort 
derselben Bedingung unterworfen; man findet also, indem man 
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die letzte Gleichung integrirt, und dieser Bedingung gemäss die 
Integrationsconstante verschwinden lässt: 

A 

2 



tv« 



P 



f* 



2 

|(*t + *J* + {^—r 2 ) Z -\ 



Und sonach erhält man endlich für u, v, w folgende Aus- 
drücke i 

w = — r t z x -f* r i zy-jra i X'\"ty 

r t zx + s { zy + a 2 y 



\ v = 



X' 



TU 



r. t 



ff 

r x xy — s x j 



~r=r, |(*. + *.)* + ('. -'4) 



-1, 






E 



'li 






"2* 



= r— :« CK + p ff «) — z ( r « — p »i)3 

fr 

E 

Up* + f* a i) + z ( s i — f* r 2 )] 



'« = 



2(1 +rt 



(2 r t z + t) 



'l3 *28 *33 Q» 



Ich bemerke, dass die durch diese Formeln dargestellten 
Zustände in den allgemeinen Formeln enthalten sind, welche 
früher für Platten von beliebiger Dicke entwickelt wurden [(130), 
P- 152]. Denn setzt man in jenen Formeln: 

<p = 6 X x + x y, ty = o t y 



f= _L±ll {a M_fl 



r, xy, c 



— » 



-P 



80 erhalt man genau die obigen Ausdrucke. Man sieht daraus, 
dass auf ein Element der Platte die allgemeinen Vorstellungen 
Anwendung finden, welche dort entwickelt wurden. Das Element 

• 

,8 t nur durch Spannungskräfte ergriffen, welche der Ebene seiner 
Mittelfläche parallel sind, und durch Kräftepaare, deren Axen in 
jeuer Ebene liegen. Man darf deswegen nicht sagen, dass die 
Spannungen oder die auf den Rand wirkenden Kräfte, welche 
e *ne andere Richtung hätten, absolut verschwinden müssen; aber 

• 

^ nehmen Werthe an, vermöge deren sie nur Verschiebungen 
"^vorbringen, welche gegenüber den audern Verschiebungen von 
e toer höheren Ordnung sind. Es ist wichtig dies zu bemerken 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 28 
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in Bezug auf die Tragweite der hier zu entwickelnden Formefe 
Denn betrachten wir den Rand der Platte, so können die arf 
denselben wirkenden Kräfte entweder im Stande sein, denseftei 
so zu biegen, dass die äussern Kräfte wirklich tangential zur 
Platte wirken; und in diesem Fall ist kein Widerspruch vorhan- 
den. Ist aber dies nicht der Fall, so müssen entweder dieKraße, 
weiche auf den Rand wirken und gegen denselben senkrecht sind, 
selbst äusserst klein (Grössen höherer Ordnung) werden , oder es 
müssen sich Ausnahmspunkte der Art ergeben, wie sie hier nicht 
behandelt werden sollen, und in welchen eigentümliche grosse 
Krümmungen eintreten. Auf eine analoge Erscheinung bei Stäben 
ist in § 51 hingewiesen worden. 



§ 67. Angenäherte Form der Ißttelflache. Sie bildet eine 
abwickelbare Flache. Einführung des allgemeinen Schemas 

derselben. 

Die Gleichungen (58) sind von der grössten Wichtigkeit 
Sie erlauben nämlich von vorn herein , ohne die weiteren Gleich- 
gewichtsbedingungen nur aufgestellt zu haben, den allgemeinen 
Charakter derjenigen Formen in erster Annäherung anzugeben, 
welche die gebogene Platte überhaupt allein anzunehmen im Stande 
ist. Die erwähnten Gleichungen werden, mit Vernachlässigung 
sehr kleiner Grössen: 



(66) 



H 

da = «" 


86 


da = ft ' 


db- ß < 


dt 

da ~~ y " 


dt 

db ~~ Vr 



Kann man nun zeigen, dass die strenge Erfüllung dieser 
Gleichungen nur gewisse Classen von Oberflächen als Gestalt 
der gebogenen Mittelfläche zulässt, so folgt sofort, dass die wirk" 
liehe Gestalt der Fläche nur unendlich wenig von einer solchen ver- 
schieden sein kann, und dass nach Bestimmung deraus jenen Gl e1 ' 
chungen entspringenden Form nur noch sehr kleine Abweichung efl 
als zweite Näherung anzugeben sind, welche den Einfluss der 
auf das Innere der Fläche wirkenden Kräfte darstellen. U 0( * 
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dbst diese zweite Näherung wird bei endlichen Verbiegungen 
ter Platte kein wesentliches Interesse haben, sobald man nur die 
Spannungen bestimmt hat, es wird daher im Allgemeinen für die 
Formänderung die Lösung des Näherungsproblems genügen, und 
nr dann wird es nöthig sein, zu der zweiten Annäherung über- 
ngdben, wenn in erster Annäherung die Platte eben bleibt, d. h. 
wenn nur sehr kleine Verbiegungen in derselben eintreten. 

Die Gleichungen (66), welche man wegen der zwischen den a 
auftretenden Beziehungen auch durch die folgenden ersetzen kann: 



57) 



[ (I)' + ©• + ©' - ' 
©' + ©•+©■-' 

1 da db "*" da db "*" da db 



ie nur noch |, % f enthalten, — diese Gleichungen also stellen in 
ler That nichts anderes dar als eine abwickelbare Fläche 
Ugemeinster Natur. Man findet dies direct durch Integration 
ler Gleichungen (67). Aber in dem vorliegenden Fall ist es nicht 
tothwendig, auf die zu derselben erforderlichen Operationen ein- 
zugehen, denn man kann aus der Natur der Sache selbst sofort 
tie Richtigkeit des Satzes erkennen. Die Vernachlässigung der 
»rossen a i9 o t , x ist offenbar nichts anderes, als die in erster 
Annäherung zu erfüllende Forderung, dass bei der Verbiegung 
er Fläche alle Elemente vollkommen unverändert bleiben sollen. 
Zwischen erkennt man ohne Weiteres, dass eine solche Biegung 
ur möglich ist, wenn die Fläche nach gewissen Geraden gebro- 
hen wird, welche ihrerseits völlig so bleiben, wie sie Ursprüng- 
en gewesen sind. Man müss sich also in der Platte ein System 
>n Geraden vorstellen, welche auch nach der Biegung gerade 
leiben; damit keine Faltungen eintreten, dürfen diese Geraden 
ch nicht innerhalb der Platte durchschneiden. Je zwei auf ein- 
her folgende Geraden schhessen ein unendlich schmales Trapez 
in, und die Biegung geschieht dadurch, dass jedes Trapez gegen 
as vorangehende um die beiden gemeinschaftliche Gerade ein 
»enig gedreht wird. 

Dm das allgemeine Schema einer so entstehenden krummen 
''lache zu bilden, hat man nur die Gratlinie derselben ins Auge 

18* 
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zu fassen, die 1 Cunre, in welcher je zwei auf einanderfolgende 
(in ade tl«*s erwähnten Systems einander schneiden. Da auf jeder 
Geraden zwei nächste Punkte der Curve liegen, so sind die Gera- 
den seihst nichts anderes als das System ihrer Tangenten. 

Diese Curve nun ist ursprünglich eben, in der MittelOäcbe 
der Platte gelegen, sie wird hei der Biegung eine Curve doppelter 
Krümmung. Aber dieselbe hangt mit der ursprünglichen Gurre 
dadurch zusammen, dass nicht nur die Bogenelemente, sondern 
auch die Winkel zweier nächster Tangenten, oder, was dasselbe 
gilt, die Krümmungshalbmesser bei der Biegung ungeändert ge- 
blieben sind. Ist durch diese beiden Stücke, wenn sie in jedem 
Punkt gegeben vorliegen, die Gestalt der ebenen Curve völlig be- 
stimmt, so tritt bei der Baumcurve ein drittes Element hinzu, der 
Winkel zweier nächster Schmiegungsebenen, durch welchen end- 
lich auch diese völlig bestimmt ist. 

Bezeichnen wir jetzt durch a den Bogen der Gratlinie, von 
einem beliebigen Punkte derselben gerechnet, durch £ , ifo, £, 
den zu a gehörigen Punkt der Curve, durch X eine Strecke, welche 
auf der in diesem Punkt gezogenen Tangente der Gratlinie von 
dem Berührungspunkt an gezählt wird. Wenn man die Gratlinie 
kennt, so ist jeder Punkt der gekrümmten Fläche durch die zu- 
gehörigen Werthe von <r, X gegeben, sofern jeder Punkt auf einer 
bestimmten Tangeute der Gratlinie gelegen ist. 

Ich werde § , t? , f , a als Functionen einer unabhängigen 
Veränderlichen betrachten, deren geometrische Bedeutung vor- 
läufig unbestimmt bleiben mag; man erhält die verschiedenen 
Punkte der Gratlinie, indem man dieser Veränderlichen verschie- 
dene Werthe beilegt. Da es schliesslich passend ist, als diese 
Veränderliche den Bogen der Bandcurve der Mitleltläche zu be- 
trachten, so werde ich sie durch s bezeichnen; die Differential- 
quotienten aber von | etc. nach s sollen durch oben angesetzte 
Striche bezeichnet werden, deren Zahl die Ordnung des Differen- 
tialquotienten anzeigt. Es sind dann 



d^ 



— K , ^2 _ V» , *• _ £l 



do o da a da 6 

die Cosinus der Winkel, welche die Tangente der Gratlinie, oder 
die Richtung von A, gegen die im Baume festen Coordinaleiiaxen 
bildet. Die Coordinaten eines Punkts §, ?/, f der Fläche, welcher 



— 277 — 

wtf dieser Tangente im Abslande A vom Berührungspunkt liegt, 
werden also: 



S = g + A|°, 



(68) <V=% + lf 



a 

»0 



und man hat zugleich die Gleichung: 

(69) — . :■. . . t* + %'« + c = « ! - 

Wegen dieser Beziehung vertreten £ , rj Q9 £ , ff nur die Stelle 
von drei willkürlichen Functionen ihres Argumenta; aber eben wegen 
dieser Willkürlichkeit stellen die Gleichungen (68) eine ganz all- 
gemeine abwickelbare Fläche dar, welche erst durch die Be- 
stimmung jener willkürlichen Functionen individualisirt wird. 

Untersuchen wir nun, in weichem Zusammenhang die Glei- 
chungen (68) mit der ebenen Fläche stehen, aus der die abwickel- 
bare Fläche entstanden ist. Bezeichnen wir in der Ebene der 
erstem durch a, b und a , b die Coordinaten derjenigen Punkte, 
welche bei der Bildung der abwickelbaren Fläche in £, % ? und 
£p %, f übergehen. Die Punkte « , b bilden also in der Ebene 
eine Curve, welche bei der Biegung in die Gratlinie übergeht. 

Bei dem Uebergange aus der Ebene in die abwickelbare 
fache bleiben drei Grössen unverändert: die Strecke X, der Con- 
tingenzwinkel und das Bogenelement der Gratlinie; statt des Con- 
tagenzwinkel kann auch der Krümmungshalbmesser betrachtet 
Verden, welcher als Quotient des Bogenelements durch den Con- 
ttftgenzwinkel gleichfalls ungeändert bleibt. 

Ebenso daher wie die Gleichungen (68) alle Punkte der ab- 
wickelbaren Fläche darstellen, geben die Gleichungen 

\ a = «„ + 1% 
(70) j 

*Ue entsprechenden Punkte der ursprünglichen Ebene, sobald man 
Uen Veränderlichen s und X alle möglichen Werthe beilegt. Und. 
<W Gleichung (69) entsprechend hat man 



f_t<rsilrrn-ki' vnn 1 frei sind, und 
\u.~diirrk dafür, (last, die 
■- ■■hier Linie A gelegenen 
■l.-nid der Piaitc, sondern 
l«aiallel sein müssen, 
man die Uillerentialformcln : 



■mi.,aiuke fift) der r, s einsetzt, die 
di'ii obigen Gleichungen eut- 





fc , tf.Vy&,V!+ r(6. >r-n,'o . 

ir -rlii' einfache geometrische Be- 
im tdu dem Ttii'sioiisraclius R die Rede, 
l ■ - l j 1 1 ihn Winkel dw zweier nächster 
idtl'l durch das Bogeuclenient ds. Nun 
Sclmiiegimgscbeueo dieselben Linien, 
Casüius k, ß; y bezeichnet wird; zwei 
IT An schliessen also gleichfalls den Winkel 
ill somit diesen Winkel ganz wie oben dtp, 
ho difl Stelle der d<ul auftretenden Grössen 



oder i 



wird 



4" 'Iß 1 + df) — {<<d a + ßdß + ydyf, 
(57), (60): 
rfw* = <*«■ + dß> + df. 



— 4S0 - 

l = • «*t ( -.- -r - - ) — 1 siaq» ■ T 5- . 

■ = •*"• U + 7 r*J - ls "" > ■ * »• 

■» = *««« I — + —.—) + 1 cos» . a —* 
V* « r«/ da 

Srt.->;4tet im m <&r$*o l.kichuugeü die Diflerentialquo- 
Mvttv »"« f joti • ifc & l'nbHannlMi, so erhält man durch 




— - N* V = — ^^ ^ -r— 
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Man bemerkt, das« alle diese Ausdrucke von A frei sind, und 
ur noch s enthalten. Dies ist der Ausdruck dafür, dass die 
oordinatensysleme X, T, Z aller längs einer Linie 1 gelegenen 
femente nicht bloss im natürlichen Zustand der Platte, sondern 
ich noch nach der Biegung einander parallel sein müssen. 

Eben aus diesem Grunde hat man die Differentialformeln : 
i 5« _ .' 3* 
ö) ,, 

w 

od indem man dies in die Ausdrücke (60) der r, s einsetzt, die 
iiTerentialquotienten a etc. aber den obigen Gleichungen erit- 
immt, findet sich: 



o Sl den Ausdruck darstellt: 



«to).ß= 



£,"(i.V-f.V)+*Cfi;V-c'0+r(V^-n,'0 , 

Dieser Ausdruck hat eine sehr einfache geometrische Be- 
'utung. Es war schon oben von dem Torsionsradius R die Rede, 
sssen reeiproker Werth gleich dem Winkel dm zweier nächster 
chwingungaebenen ist, dividirt durch das Bogenelement ds. Nun 
■i die Normalen der Schiniegungsebenen dieselben Linien, 
'reu Hii'htnng durch die Cosinus a, ß', y bezeichnet wird; zwei 
»rhste Linien dieser Art sihliessen also 'gleichfalls den Winkel 
in. Man erhall somit diesen Winkel ganz wie oben dtp, 
i man nur er, ß, y au die SHle der dort auftretenden Grössen 



Irvlni lüssl ; n.li'i 




+ («dß - ßda)\ 

'mdet + ßdß + ydy)'. 
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Bedient man sich nun der Formeln 
( da da 



(80b) . 



j£ = r i ßt — r i Pi > ^ = *i Pt — *t ßi 

dy dy 



welche sich aus (60) genau ebenso ergeben, wie die Formeln (21), 
p. 210 aus (9), (10), p. 201 abgeleitet wurden, so hat man zunächst 

©' + ©" + ßö" + © ' + ©' + (!)* 

= »".• + r/ + «,• + *,•• 

Aber die linke Seite wird aus (79) gleich. 

& + P + y* 

während die rechte- nach (80) gleich -^ ist; und so bat man also 

«'* + p + y '* = <p'* a*, 
und demnach 

I — f *?Y — ** + P* + V* _ y''^' l » a 

Erinnert man sich, dass — den Krümmungsradius bedeutete, 

so sieht man, dass St nichts anderes ist, als der Quotient 
des Krümmungsradius durch den Torsionsradius. 

Die vorstehenden Entwicklungen zeigen, wie die Einführung 
der abwickelbaren Fläche die willkürlichen Functionen £,,, iy , ? mit 
sich führt, und wie alles sich durch diese Functionen ausdrücken 
iässt. Es bleibt übrig in jedem besondern Fall diese Functionen 
den Umständen gemäss zu bestimmen. Dazu aber bedarf man 
der Bedingungen, weiche das Gleichgewicht der Platte erfordert, 
zu deren Aufstellung ich mich jetzt wende. 



§ 68: Aensseres Gleichgewicht der Elemente. 

Auf jedes Elementarparallelepipedon, welches senkrecht zur 
Platte aus derselben geschnitten wird, wirken nun einerseits die 
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pannungen, welche oben berechnet wurden, andrerseits aber 
omponenten und Kräftepaare, welche von äussern Kräften her- 
ähren. 

Um die Gleichgewichtsbedingungen herzuleiten, werde ich 
is Princip der virtuellen Geschwindigkeiten anwenden, nach 
sichern bei einer kleinen Verschiebung des Körpers die Summe 
t geleisteten Arbeit stets Null sein muss. Die Theiichen der 
atte können nicht beliebig gegen einander verschoben werden. Um 
>n allgemeinsten zulässigen Ausdruck für diese Verschiebungen zu 
iden, können wir auf die Gleichungen (56) zurückgehen, welche 
e verschobenen Coordinaten irgend eines Theilchens durch g, % f 
ld die Coefficienten a etc. ausdrücken lehren. Ja man kann in 
nen Gleichungen x = y = setzen ; denn wenn man nur den 
rossen a, b, z alle möglichen Werthe beilegt, so erhält man 
ireits alle verschiedenen Punkte der Scheibe. Hiernach ist also der 
lgemeinste Ausdruck der Coordinaten eines Elements der irgend- 
ie gebogenen Platte bis auf Grössen höherer Ordnung: 

x = § + ctz 

y = v + ß* 

z — t + yz. - 

Sollen sämmtliche Elemente unendlich wenig verschoben 

erden, so heisst dies nichts anderes, als dass die Grössen £, % f, 

ß, y kleine Veränderungen erfahren sollen. Führt man solche 

eränderungen ein, so ergeben sich sofort die Verschiebungen 

$ betrachteten Punkts in der Form: 

iix = <J| + z da 
öy —Sri + zSß 
8z' ~ <J£ + ziy. 

Hiedurch sind die Verschiebungen sämmtlicher Punkte der 
atte auf die Veränderungen von 6 Functionen zurückgeführt, 
siehe nur noch von a 9 b abhängen. Aber auch diese Functio- 
■fi sind nicht von einander unabhängig; denn in Folge der 
Eichungen (57), (58) bestehen zwischen ihnen du? Relationen: 

« f + ß* + f = 1- 

da ^ r da ^ r da 

°Fb + ß db +y fb = > 
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so dass die Variationen d| etc. den Bedingungen genügen müssen, 
welche sich ans der Variation dieser Gleichungen ergeben: 

ad« + ßdß + yiy = 

(82). J "^ + ^ a7 + y är + ä, ** + ä»^ + f/'=° 
a^, Ä ad», est dl . 0», .. a? . 

Nehmen wir nun an, es seien X dadbdz, Ydadbdz, Zdadbdz 
die Ausdrucke der auf ein Element dadbdz wirkenden Compo« 
nenten, wie dieselben sich aus den oben berechneten Spannun- 
gen und aus den äussern Kräften darstellen lassen. Dann ist 

(Xix + YSy + Zdz) dadbdz 
die an diesem Element bei einer kleinen Verschiebung geleistete 
Arbeit. Integriren wir dieselbe über die ganze Platte, so erhalten 
wir das dreifache Integral 

ÖSl = 1 1 f(XSx + Ydy + Zdz) dadbdz 

als die Summe der Arbeit, welche in allen Elementen geleistet 
wurde. 

Dabei sind nur noch die Elemente des Randes besonders zu 
berücksichtigen. Bilden wir die Kräfte X, ¥, Z für alle Elemente 
des Körpers auf gleiche Weise, wie das in der Formel für <?& 
vorausgesetzt werden soll, so hat man in sofern einen Fehler be- 
gangen, als au den äussern Flächen der Randelemente Spannun- 
gen in Rechnung gebracht worden sind, welche gar nicht exisuren; 
denn auf diese Fläche wirken äussere Kräfte, nicht Spannungen. 
Es muss daher die Arbeit der auf den Rand wirkenden äussern 
Kräfte noch hinzugefügt, die der fälschlich angesetzten Spannungen 
abgezogen werden. Die Differenzen nun zwischen jenen Kräften 
und diesen Spannungen mögen in einem Element dsdz des Randes 
die Componenten Sdsdz, Hdsdz, Zdsdz geben; es sind dann 
zu ö& noch die Summe aller von diesen geleisteten Arbeiten zu 
addiren, d. h. der Ausdruck 

ÖSl' = I j{Six + HSy + Zöz)dsdz t 

wo sich das Integral über die ganze Randfläche erstreckt. 

In den Integralen öSl, SSI' kann man zunächst die Inte- 
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ion nach z sofort ausführen. Die Variationen S% etc. sind, 
die variirten Functionen seihst, von z unabhängig; führt man 
in SSI, SSl' für Sx\ Sy, dz ihre Werthe (81) ein, und setzt: 

IXdz=X f t JXzdz=X", fSdz=S f t Jgzdz = S" 

fr dz = r', JYz dz = T", JHdz = H\ jHz dz = fl" 

fzdz=Z', IZzdz=?', IZdzz=Z', jzzdz = Z", 
rgiebt sich: 
^ ff{X'S£ + Y'öri + ?S£ + X'Scc + Y"öß + Z"Sy) dadb 

= fiffSZ + H'öri + Z'<J? + 3"d<* + H"3ß + Z"öy) ds t 

das erste Integral noch über die ganze Mittelfläche, das zweite 
i über die Peripherie derselben auszudehnen ist. 

Das Princip der virtuellen Geschwindigkeiten sagt nun aus, 

die Summe 

SSI + SSI' 

alle möglichen Verschiebungen gleich Null sein muss, damit 
Platte sich im Gleichgewicht befinde. 

Wären die #• etc. sämmtlich von einander unabhängig, so 
sten desshalb in SSI und SSI' die Coefflcienten der sämmtlichen 
ationen verschwinden. Aber zwischen diesen treten die Be- 
dingen (82) ein. Man könnte deswegen so verfahren, dass man 
Hülfe dieser Gleichungen einige der Variationen durch die 
gen ausdrückte, und indem man die erhaltenen Werthe in SSI 
ührte, die Coefflcienten der übriggebliebenen Variationen ver- 
binden Hesse. Bequemer und symmetrischer führt die Methode 

Lagrangeschen Multiplicatoren zum Ziel. Nach dieser mul- 
cirt man die Bedingungsgleichungen (82) mit unbestimmten 
oren Q, Q t , Q 2 , addirt die so erhaltenen Ausdrücke zu der 
t den Integralzeichen stehenden Function in SSI hinzu, und 
indelt sodann die S'£ etc. als vollkommen von einander unab- 
?ig. Nach dieser Methode setzt man also zunächst: 
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dSl 



-ff\ 



db "*" P db ^ r db 



dadb. 



(MS+ rd n +?8Q+{X"i«+ T"iß+zr«y). } 

+ Q (ada + ßöß + yiy) 

+ 0.(« 

Aber hier treten nun ausser den Variationen selbst auch 
Differentialquotienten derselben auf. Um diese herauszuschaffen 
kann man die betreffenden Theile mit Hülfe der theilweisen In- 
tegration umformen. Bei denjenigen Gliedern, welche Differen- 
tialquotienten der Variationen nach a enthalten, integrirt man 
partiell nach «, Ober einen der Axe X (in der natürlichen Lage) 
parallelen Streifen, ebenso bei den Gliedern, in welchen die Va- 
riationen nach b differenzirt werden, nach b über einen der Axe 
der Y' parallelen Streifen. Nach der oft angewandten Methode 
ergiebt sich dann sofort , wenn p den Winkel der Normale der 
Iiandcurve gegen die ZAxe bedeutet: 



* 



dadb 



=j Q x (ccS£ + ßStj + yd$ cosp ds 






f 



= I Qt ( a< *£ + ßty + y'ö sin P ds 



-m 



jj?^fr + *,?^ + «?^f)** 



So zerfällt nun SSI in einen Theil, welcher ein Doppelinte- 
gral enthält und einen andern, welcher durch ein einfaches aus- 
gedrückt ist. Dieser letztere vereinigt sich in der Gleichung 

SSI + SSI' = 
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t d&; der andere aber enthält nur noch die Variationen #■ etc. 
bst. Lässt man in diesem die Coefficienten der einzelnen 
riationen verschwinden, so erhält man folgendes, in jedem 
inkte der Mittelfläche zu erfüllendes System: 

da db ' ^ V7 ^ v, a« T v * a& 

Von der Gleichung des Princips der virtuellen Geschwindig- 
iten ist hienach nichts übrig geblieben als die Gleichung 

5) = *& + jiQ, cosp + Q % smp) (« d£ + ß örj + y <$$) ds, 

welcher nur noch einfache Integrale auftreten. 

Unter diesen Integralzeiclien sind alle Grössen nur noch 
mctionen von s, daher hätte es keinen Sinn, wenn man bei 
r Anwendung der Methode der Multiplicatoren wieder sämmt- 
;he Gleichungen (82), mit Factoren multiplicirt, einführen wollte, 
an wird vielmehr statt der letzten beiden Gleichungen nur eine 
)mbination derselben benützen, in welcher nach s differenzirt 
ird, statt nach a oder b. 

Um den Differentialquotienten nach $ zu bilden, fixiren wir 
mächst den Sinn, in welchem s gezählt wird, dahin, dass die 
ichtung des positiven s durch 90° von der positiven JTAxe zur 
»sitiven FAxe gelangt. Gehen wir nun in der Richtung des 
»itiven s um eine kleine Strecke b vorwärts, so vermindert 
ch a um b sinp, während y um b cosp wächst. Eine Function 
so von a und b geht dadurch über in: 



(a — b smp , b + b cosp) = /" + e ( — . cosjo — — . sin p ) 

Der Differentialquotient — , welcher die Grenze von 
f (a — b smp, b + b cosp) — f(a, b) 



+ ... 



t» wird hienach 



df df df . 

- = _ cosp - - sin/, 
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Und so folgt aus den letzten beiden Gleichungen (82), weflo 
man die zweite derselben mit — siiip, die dritte mit cosp mul- 
tiplicirt und die Summe nimmt: 

()$ e)s es ds ds ds ' 

Indem wir jetzt diese und die erste Gleichung (82) mit Fac- 
tomi //, z/ inultiplicirt unter dem Integralzeichen zu ß hinzu- 
fügen, erhalten wir aus (85) die Gleichung: 

3'd$+ If Sri + ?ÖZ + ST da + H"öß + Z" 8y 

+ D(adct+ßöß + yöy) 



(86) =J 



+ * 



(• 



d« + p a* "*" y a* 



(2s. 



+ §*+?.*+£*) 



I + (Ö, cosp + 2 sinp) (« <J£ + ß *n + 7 «)- 
Auch hier wird es nöthig sein , den Theil , welcher Differen- 
tialquotienten der Variationen enthält, durch theilweise Integration 
umzuformen. Bemerken wir, dass dabei der von dem Integral- 
zeichen befreite Theil, da über die ganze Randcurve integrirt 
wird, zwischen Grenzen zu nehmen ist, welche zusammenfallen, 
und dass er desshalh verschwindet, so findet sich: 

ds ^ p ds "•" y ds 

d. 



fi(" 



) 



ds 



= -J\ Si "aT + *»-*- + rf? IT; ds - 

Fuhrt man dies in die Gleichung (86) ein, und lässt nun die 
Coefficienten sämmtlicher Variationen verschwinden , so er- 
giebt sich: 

S' + a[Q t cosp + Ö.ttnji) — -~=0. S"+B*+J^* 

OS CS 



(87) 



H' +ß(Q, cosp + Ö! sii.p)-^=0, H"+Dß+J£ 
Z' + yiQtCOsp + Q.sinp) -^1^=0, Z"+Dy+/j s 



o- 



0. 



Diese Gleichungen sind es, welche in allen Punkten der 
Randcurve erfüllt sein müssen. Sie zusammen mit (84) bestim- 
men das Problem. 
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Diese Systeme vereinfachen sich in etwas, wenn man je 
entsprechende Gleichungen mit a l9 ß if y, , oder mit a 2 , ß 2 , y r 
mit et, ß, y multiplicirt und jedesmal addirt. Alsdann kann 
diejenigen Combinationen, welche lediglich zur Bestimmung der 
ekannten Q und D dienen, auslassen; die übrigen aber geben 
Rücksicht auf (57), (58), (60), und indem man überall nur die 
ssen niedrigster Ordnung beibehält, die folgenden Gleichungen: 
für jeden Punkt der Mittelfläche: 

X"a t +Y"ß r +Z"y t + Q 2 = 0, 

für jeden Punkt der Randcurve: 

g a t + H'ß L + Z^y t + A (* t cosp — r t sxnp) = 
S" a % + H'ß t + Zy, + A (s t cosp — r i sxnp) = 

E'a + H'ß + Z'y + Q t cosp + Q 2 sinp — -^ = ° 

S\+H ff ß t + Z" 7l —A sinp=0 
B"a i+ H"ß i +Z"y % + Acosp = 0. 

Ich komme jetzt dazu, "die Ausdrucke für die Kräfte X* , 3" 

anzugeben, welche in diesen Gleichungen auftreten. Jeder 
;er Ausdrücke besteht aus zwei Theiien, deren einer immer 

den äussern Kräften herrührt, während der andere in den 
nnungen * JS , f 23 , f 33 seinen Ursprung findet. Die ersten Theile 
1 sehr leicht zu bilden. Es seien die Componenten der auf 

Element da db dz des Innern wirkenden Kräfte : 

Adadbdz, Bdadbdz, Cdadbdz. 

Dann sind die betreffenden Theile von X, Y, Z die Grössen 
B, C selbst; die entsprechenden Theile von X', Y\ 2, X\ Y", Z" 
o sind die Integrale: 

' Ä = JA dz, A" = JAz dz, 
')... J tf = f B dz, B" — JBzdz, 

(f =3 JC dz, C" = fCzdz, 

CUbsch, Theorie elast. Körper. |9 
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ausgedehnt, wenn h die Dicke der Platte bedeutet, über alle 

h h 

Werthe von z zwischen — — und + - • 



§ 80. Einführung der Werthe der Spannungen. Definitive 
Form der Gleichgewichtsbedingnngen. 

Um nun die von den Spannungen herrührenden Glieder zu 
bestimmen, kehren wir zu dem Element dadbdz zurück. Die 
drei Normalen der Seitenflächen desselben sind nichts anders als 
die mit dem Element verbundenen Axen der X, Y, Z, welche 
nach der Verschiebung die Cosinus 

«i> ft» Yl> 

a t> ßt> Y*> 

*> ß> V 
gegen die Raumaxen bilden. Auf diejenigen Seitenflächen des- 
selben, welche den negativen Axen zugewandt sind, wirken nach 
dem Vorigen Spannungskräfte, deren Componenten nach den Axen 
der X, Y, Z dargestellt sind durch 

— t tl dbdz, — t it dbdz, 

— t lt da dz, — t ti da dz, 

0, 0, 0. 

Zerlegen wir die Spannungen aber statt dessen nach den 
Raumaxen X', T', Z! , so ergeben sich folgende Componenten par- 
allel der 

Axe X'\ Axe Y': Axe Z!\ 

— (<n «i + '» «2) db dz, - (*„ ft + i lt ß t ) dbdz, — (t tl 7i + t it yj dbdz 

— (<12 «1 + *22 S) da dZ > — Clf ßl + ^22 ßt) dadZ > — Cl2 Vi + '22 7l) dadZl 

Die auf die entgegenstehenden Flächen wirkenden Compo- 
nenten erhält man, wenn man die Vorzeichen entgegengesetzt 
nimmt und zugleich in den Componenten der ersten Reihe a in 
a + da, in denen der zweiten b in b + db verwandelt. Addirt 
man zu den so entstehenden Componenten die vorigen, so er- 
geben sich als Resultat fogende Spannungskräfte: 

Nach der Ai. *: ( d Ji£*+*l!^ + d l t " tt * + t "0 )dadb<k 

\ da db J 
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Nach der Xxfi T: ( d -MlfJ>lM + d JMl+hM\ dadbdz 

\ da ob J 

Nach der Axe * ^JllL + 'ulA + WnhpaiA) dadhdz . 

\ da ob J 

Von diesen Spannungen entspringen also in den Kräften 
X T', 2 die Theile: 



' f R (<<,«, + '„«») + a^A+j^i d * 



(90) .... 



/J a ('„?, + <, 



W . g(«i.A+4iW 



+ 



dft 



?,) , 3 ('« ri + ' s *y«) 



+ 



a* 



] 
] 



dz 



dz. 



Drei ähnliche Ausdrücke treten in X" 9 7" t Z" auf; sie un- 
terscheiden sich von den Vorigen nur dadurch, dass unter dem 
Integralzeichen ein Factor z hinzutritt. 

Es findet sich aber, wenn man die Werthe der/ aus (65) ent- 

h h 

nimmt, und die Integrationen zwischen den Grenzen — - und + — 

ausfuhrt: 

( fc * Eh , . ' % /' , Eh* . 



(91) 



/* v h f* Elfi 

'« dZ = 1=^ K+K). J tnZdz=* 12 (1 _^^ h-prj 



h 



C , El 

I t., UZ = -; — 

W " 2(1 + 



rt 



t, 



C , Eh" 

J *« zdz = W+J) Ti - 



Setzt man diese Werthe in (90) und die entsprechenden 
Theile von X\ 7", Z" ein, und fügt die Theile (89) hinzu, so 
ergeben sich folgende Werthe: 



r= Ä + 



Eh 



da "* db ) 



7'=B' + 



K 



i* t +i"Jßt+ — 



(i-f*) 



Eh 

(1-f*) 



0« 



*] + 8 I5 



«A + («i+r*,)A 



db 



19 
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Eh 



Z" = C + 



1-p* 



l äö *" db ) 

x = Ä + ü(i=V)' 

l g • [— ( r t— >"■) «« + ( f — 1») r i ft »3 . 9 .[(1— fi) r t « t +(*,— fwj g,] i 
I da • "*" 06 I 



12(1-,»«) 



, 8 .[— (r,— W )ft+(1— rir,PJ a-[ft— |*)r < ft+(«,-i"-Jftl { 
< 0« " r db ' 

, g . [— (r,— ft»,) y, + (l— n) r,y t ] a.[(l— fi)r,y, + (»,— pr,)y,] | 

i a a "** a& i 

Fähren wir dies endlich in die ersten fünf Gleichungen (88) 
ein, so ergeben sich diese in der folgenden definitiven Form: 

^'cr,+ #ß t + Cy,+ Q t r t + Q t s, 

Eh_ (ajVhiffj) 1— (t dxi _ 
^ 1- (.'I ?« "•" 2 db) ~~ 

,Jh_ fl^p dt a(tf t +f*a t ) ) 

i— ft» ' 2 a« " r a& f 



(92). J 



^'a+l^+Cy-^-- 



ae, a#, 



a« a& 

Eh 



Eh ( ) 

^"« l +2?"/? l +C'y 1 + 0, 

+ i2(i-^«)i ^äT^ +(1 ^aM 

^"«,+^,+C"y,+ 0, 
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t 

Man hat sich dabei erlaubt die Gleichungen 
r = 0, s = 0, $ t = — r, 

iu benützen, welche bis auf Grössen höherer Ordnung erfüllt 
«nd [§ 6.5, (63)]. . . ; ' 

Um nun in ähnlicher Weise die Grössen S\ H' etc. zu be- 
stimmen, seien zunächst 

Udzds, Vdzds, W dz ds 

lie Componenten der auf ein Element des Randes dz ds wirken- 
len äussern Kräfte. Die von diesen Kräften in 3", &, Z', 
T", if", Z" herrührenden Theile sind dann, mit Anwendung 
iner der früheren analogen Bezeichnung: 



V' = füdz, U" = f) 



Uz dz 



V" = IVzdz 



V = fvdz, F" = C\ 
W' = fwdz, W" = C\ 



Wdz. 



Um nun S' etc. zu bilden, haben wir von diesen Grössen die 
ntsprechenden Integrale abzuziehen, welche entstehen, indem wir 
1, F, W durch die für das Randeiement ds dz berechneten 
Spannungen ersetzen. Da die Normale des Elements gegen 
üe in diesem festen Axen X, Y, Z die Winkel p, 90° — p, 90° 
bildet, so sind nach unsern Fundamentalgleichungen die Com- 
ponenten der für das Randelement berechneten Spannung , nach 
diesen Axen zerlegt: 

t n cosp + t it sinp, t 2i cosp + t %% sinp, 0; 

und dies sind sofort die Grössen, weiche, nicht bei S, H, Z selbst, 
sondern bei den nach den X, Y, ZAxen zerlegten Kräften 

B« t + H ß t + Zy t 
S « 2 + H ß % + Z y t 
Sa+Hß+Zy 

zur Anwendung kommen. Integrirt man also nach z, um die mit 
einem und zwei Strichen versehenen Grössen zu bilden, und ent- 
nimmt die Integrale der t aus (91), so erhält man folgende 
Ausdrücke : 
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8'«, + H'ß, + Zy, = V« t + r'ß t + W 7l 

r«, + ä'/j, + 2T y = ir«, + r& + r r , 

Eh «1 — f» . , , x • » 

— pj^ |-j- * cos/> + («,+ fMT.) smpj , 

g'a + H'ß + Z> =17« + F'/J + *T>, 
r«, + H'' ft + Z" y, = 17" «, + P" |J, + JP'y, 

r«, + H" ft + Z" y, = 17" «, + V" ß t + W"y t 

~ 12(1—^») 1 (1 ""^ r * C0S/> + ^~ t* r J* in P\ > 
K'u + H" ß +Z?'y = ü"« + V"ß + W"y\ 
und die letzten Gleichungen (88) gehen also über in: 

ü f a t + P'ft + W* y t + 4 {s t cosp— r^sinp) 

— — - t j (*, +(ia t )cosp + -y-r sin p J = 

17'«,+ V'ß t + W'y % — Jfacosp— r^'mp) 

V'* + V'ß + W'y — ^ + Q i cosp+Q t sinp = 

tf'X + r"ft+ rT" yi - ^/ sinp 

Eh 3 

[— (r t — f^Jcosi? + (1— p) r, sinp] = 



(93) . J 



12(1-1*) 

[7" « 2 + F"& + rF'y, + ^ cos|> 

2?A 8 
— 12 / t " t) C( 1_ rt r i cos * + fo — <* r t) S M = °- 
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70. Theilung des Problems. Erste Annäherung. Bestim- 
mung der abwickelbaren Flache. 

Von den Gleichungen (92), (93) ausgehend, sind wir nun 
t Stande, die Behandlung des Problems zu überschauen. 

Dieselbe sondert sich in drei verschiedene Theile. Der erste 
leil hat zum Zweck die Bestimmung der abwickelbaren Fläche, 
•n welcher die MUtelfläche der Platte im gebogenen Zustande 
ir sehr wenig abweicht. Der zweite Theil beschäftigt sich so- 
mn mit der Aufsuchung der Dilatationen <s it G t , x, welche durch 
e äussern Kräfte hervorgerufen werden; der dritte endlich mit 
m Bestimmungen der kleinen Abweichungen der wirklichen Ge- 
ilt der Mittelfläche von der gefundenen abwickelbaren Fläche. 

Bei dem ersten Theil des Problems hat man sich nur der 
iden letzten Gleichungen (92), sowie der drei letzten Glei- 
ungen (93) zu bedienen. Aus den ersten nämlich ergiebt sich: 



*)• 



+ 12(1 — 1*») V da (1_fi) db) 



Q t = -(jra, + B»ß t +C"y t ) 



12(1— fi 1 ) \ db ^ [ ^ da) 



Denken wir uns nun diese Werthe in die letzten drei Glei- 
ungen (93) eingeführt. Dabei können wir die or, ß, y, r, s 
ittels der in erster Annäherung geltenden Formeln des § 67 
irch die Functionen £ , rj , f , sowie durch die Grössen A, g>, a 
sdrücken, welche zur Darstellung der entstehenden abwickel- 
ten Fläche benätzt wurden. 

Es entstehen auf diese Weise drei Differentialgleichungen, 
ilche £ , i/ , f , A, <p, 6, A enthalten, welche aber auch noch 
• b enthalten können, insofern es möglich ist, dass die auf 
ten Punkt des Randes wirkenden Kräfte von der Lage des Orts 
hängig sein können, an welchem dieser Punkt sich ursprünglich 

fend. 
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Indess ist es leicht, von vorn herein einige dieser Grössen 
durch die übrigen auszudrücken. Aus den Gleichungen (70), (72), 
§ 67 ergiebt sich sofort: 

(95) . . . . « = « — X cosqp, b = b — X s\nq>. 

Da wir hier nur von dem Rande der Platte sprechen , so bedeu- 
ten a, b die ursprünglichen Coordinaten eines Randelements, und 
sind als solche gegebene Functionen von s. Die obigen Glei- 
chungen führen also a Q , b zurück auf bekannte Functionen und 
auf die Unbekannten X, <p, von denen die erstere hier die Strecke 
bedeutet, welche von der Randcurve auf einer Tangente der Grat- 
linie abgeschnitten wird, vom Berührungspunkt an gerechnet. 

Differenziren wir jene Gleichungen, und führen als unab- 
hängige Veränderliche jetzt überall den Bogen s der Randcurve 
ein, indem wir durch die oben angefügten Striche jetzt die 
Differentiation nach dieser Veränderlichen bezeichnen. Da p der 
Winkel der nach aussen gerichteten Normale der Randcurve 
gegen die ATAxe war, so ist 90° + p der Winkel, welchen 
ds gegen jene Axe bildet ; und die Cosinus dieses Elements gegen 
die Axen der X t F, die Grössen a, b\ haben die Werthe: 

a = — sinp, b' = cosp. 

Zugleich war (72) 

a = o' cos 9, b' = <f sinqp. 

Aus der Differentiation der Gleichungen (95) findet sich also: 

a cos <p = — sinp — X' cosqo + X q> sin <p 

c sin q> = cosp — X' sinqp — X q> cos 9; 

oder wenn man einmal mit cos <p, sin 9, das andere Mal mit 
sin 9, — cos cp multiplicirt, und jedesmal addirt: 



< 96 '-- i„= 



0' = sin (g> — p) — X' 
— cos (g> — p) + Xq>. 



Aus der zweiten dieser Gleichungen kann man X durch ? 
und die gegebene Function p ausdrücken; aus der ersten findet 
sich dann ebenso 0', welches allein (nicht 0) in den Gleichungen 
des Problems vorkommt. 

Und so sieht man, dass sich die Unbekannten auf fünf, auf 
So» Vo» ?o» <P> d zurückfüren lassen; oder selbst auf vier, d a 
auch A leicht zu eliminiren ist. 
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Zwischen diesen Unbekannten bestehen nun ausser den er- 
hnten drei Gleichungen die beiden [vgl. § 67, (69) — (74)]: 

Die rechten Theile dieser Gleichungen kann man nach dem 
rhergehenden durch o und durch bekannte Functionen aus- 
ucken. Diese beiden Gleichungen, mit den erwähnten drei zu- 
innen, genügen offenbar, um die fünf unbekannten Functionen 
bestimmen; es bleibt also nichts übrig, als die wirkliche Auf- 
illung der letztern Gleichungen, jener, welche aus den Randbe- 
Qgungen entspringen. 

Wenn man, um in die oben gegebenen Ausdrücke der Q die 
erthe der r, s einführen zu können , wie sie in § 67 gefunden 
nrden, bei den auszuführenden Differentiationen die Differential- 
uotienten von s und X nach a und b aus den Gleichungen (76) 
otnimmt, so erhält man zunächst: 

dr t dr x d (Ä sin q>) (Q sin <p) o' 

da db }}<p'ds " k*q> 

ds x dr t d(Sl cos (p) (£1 cos (p)o' 

db + da J*qrds ÜV 

?!i_?!J_0 d I*+ti — o- 

da db ~ ' db "*" da 

•nd deswegen: 



97). . J 



Q t = - (A\ + B'-ß, + C' Yl ) 

Eh? iSlo'sincp ß'singp Sl cos cp\ 

~ 12(1— <X 8 ) \~~}*y'~ + V<p' H v~ ) 

Q t =-{S« t + B"ß 2 + C 7t ) 

Eh? iSl<5 cos q> Q' costp Sl sinqtn 
+ 12(1—^)1 jfqf "" ÄV J*~V 

Setzt man diese Ausdrücke nun in die drei letzten Glei- 
tflügen (93) ein, so ergeben sich dieselben in folgender Form: 
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(98). 



J = ü'a + Vß + W'y 

- {A\ + B"ß, + C>,) cosp - {A'« t + B"ß t + O,) sin, 

z* sinp = 17"«, + V"ß[ + fF'Vi 

+ 



Eh* Sl 
12(1 — 0») ' T L sin9> sin ' ,)— p ) + f» cos? cos (<p-p)] 

— J cosp = ü"« t + V"ß t + W"y t 



Eti 



Sl 



12(1 — "') i 



[cosg> sin {<p—p) — fi sinq» cos (g> — j>)]. 



Stall der beiden letzten setzt man etwas bequemer die beiden 
Combinationen: 

= (ü'\ + V"ß, + JF" Yl ) cosp + {ü'\ + V"ß t + W" h ) mp 

Eh* Sl 
+ 12 ( t _ M «) T £" taP (» — rf + »» cost (9» — 1»)] 

^= (17"«, + F"ft + W" Vl ) sinp— (IT « t + V"ß t + W'yi, cosp 

Eh* Sl 

+ W+ü T sin {9> ~ p) cos {q> - *>• 

Führen wir endlich die Bezeichnungen ein: 

( K = ?/'« + P'P + ^V — {Jtu x + £"£ + C»cosj> 

(99) . j _ ( ^'" 2 + ^ + ^J sin ^ 

M =(ü\+ r%+ W" yi )cosp+(ü"* t + V%+ Wyjsinp 

N =(#"*,+ V"ß t + W" 7i ) sinp— {ü\+ r'ß t + W'timp, 

so erhalten wir nach Elimination von A aus (98) die folgenden 
Gleichungen : 

dN 
= ^ — — 
ds 



(100). 



+ ^ "" ^ 5 \T sin ^ — ^ cös ^ 9 — p)> )\ 

[sin 2 (9 — p) + jfccos*^— p)]' 



= M + 



Eh 1 



Sl 



12 (1 — f* 2 ) l 
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Man hat hier die Veränderliche A herausgeschafft; hingegen 
lann man Sl als Unbekannte neu einführen, und die Definitions- 
gleichung 

hni\ n _ feTfao'So' — ?oV) +%"ßX — SoV) +to"{io'ilo"—*lo%") 

als neue Gleichung hinzufügen. In (96), 96 a ), (100), (101) hat 
Dan dann 7 Gleichungen mit ebensoviel unbekannten Functio- 
nen g, i?, £, er, X, 9, &. 

Die Ausdrücke, welche durch IC, M, iV bezeichnet würden, 
aben eine einfache mechanische Bedeutung. Wenn ursprünglich 
l H, Z die auf die Flächeneinheit bezogenen Componenten der 
Tafte waren, welche auf den Rand wirkten, zerlegt nach den 
aumaxen, so sind 

Sa + Hß + Zy, & t + Hß, + Zy lt Ar, + Hß t + Zy t 

ie Componenten derselben Kräfte, zerlegt nach den im Rand- 
lement festen Axen der X, F, Z, und es sind 

See + Hß + Zy 

(S* t + Hß, + ZyJ cosp + (», + Hß, + Zy 2 ) sinp 
- (Sa, + Hß, + Zy,) smp + (Sa, + Hß, + Zy t ) cosp 

die Componenten zerlegt nach den drei auf einander senkrechten 
Richtungen, welche durch die ZAxe, die positive Richtung des 
Bogenelements und die nach aussen gerichtete Normale des Randes 
gebildet werden. Multipliciren wir die letzten beiden Componen- 

h h 

ten mit zdzds und integriren von — — bis + — , so erhalten 

wir Mds und — Nds ; und es sind demnach, wie man sofort über- 
sieht, Mds und Nds diejenigen auf das Randelement ds wirkenden 
äussern Kräftepaare, welche um die positive Richtung des Bogen- 
elements und um die nach aussen gerichtete Normale zu drehen 
bestrebt sind. 

Die Grösse K besteht aus zwei Theilen. Der erste derselben 
ist die erste der obigen drei Componenten, nach z integrirt. 
Dieser Theil mit ds multiplicirt, ist also die nach der Normale 
der Mittelfläche gerichtete Componente der auf das Randelement 
* wirkenden Kräfte. Der zweite Theil von K aber ist mit — M 
ganz analog gebildet, nur dass dabei die auf das Innere wirken- 
den Kräfte eingeführt sind. 
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§ 71. Ein spezieller FalL Hindentung auf die Theorie 
ursprünglich gekrümmter Platten. 

Die Grössen K t M, N sind im Allgemeinen Functionen von 
s, £, etc. und machen dadurch die gleichzeitige Betrachtung 
aller 7 Differentialgleichungen nothwendig. Ich will indess eines 
Falles gedenken, in welchem die Behandlung des Systems sich 
wesentlich vereinfacht, indem K, M, N nur von s abhängen, und 
so von vorn herein gegebene Functionen sind. Dies tritt ein, 
wenn auf das Innere keine Kräfte wirken, auf den Rand aber j 
Kräfte, welche mit dem Randelement der Grosse und Richtung 1 
nach fest verbunden sind. 

In diesem Fall nämlich kann man aus der zweiten Glei- 

chung (100) . durch (<p — p) ausdrücken; und indem man den 

erhaltenen Werth in die erste Gleichung (100) einführt, ergiebt 
sich eine Differentialgleichung erster Ordnung 

(101a)..0 = A--f + r /^+^(*-P)] * 

ds LsHr(g> — p) + (i cos* (g> — 



p) ds 

+ *g {<p — p) s \ 8 i n t^^ p ) +(lC0s t^^ p )) 
4. d — u) - ( Msln ( ( p—p) ^s (y— p) X\ 

T l w ds \siu«fa>-/>) + (icos* (<p-p)JY 



welche ausser <p nur gegebene Functionen von s enthält, und 
durch die Substitution z = tg (<p — p) leicht von allem Trigono- 
metrischen befreit wird. Hat man diese Gleichung integrirt, und 
demnach q> gefunden, so findet man &, k, a aus den Gleichungen 

cos (9 — p) , . , N , 

(101b). . I V 



Eh* sin 2 (g> — p) + p> cos* (<tp — p) 



Man kennt sonach vollständig den Winkel zweier nächsten 
Linien und zweier nächster Tangentenebenen der entstehenden 
abwickelbaren Fläche oder Krümmungsradius und Torsionsradius 
ihrer Gratlinie, sowie die Lage der später diese Gratlinie bilden- 
den Curve in der ausgebreiteten Mittelfläche. Es bleibt endlict» 
übrig, aus diesen Elementen die abwickelbare Fläche selbst, oder 
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Lage der Gratlinie im Raum darzustellen. Man benutzt hiezu 
folgenden drei simultanen Gleichungen (96*), (101): 

So'* + n? + C = *' 2 

IT+ % + f " 2 =*" , +*'V 

K'{%W — £>V) + %'"Ä»V — fc'O +C [Sin* — Vo O 

= Sl.tp*a* 9 

ßlche, wenn man darin £>', i? ', £ ' als die Unbekannten ansieht, 
aöglich zur Oten, lten, 2ten Ordnung aufsteigen. Ein einfacheres 
erfahren besteht darin, das man auf die Coefficienten a, ß . . . 
arückgeht. Mit Hülfe der Gleichungen (79), (80 b ) und der ana- 
gen bildet man nämlich leicht das folgende System, in welchen 
r die r, s ihre oben berechneten Werthe gesetzt sind: 

= Sbq> (a t sin <p — ce 2 cos <p) a t = — &<p « sin <p cc t ' = Sltp'ct cos g> 
= SUp' {ß x sin q> — ß % cos <p) ft'= — ■&?>' ß sin g> jS t ' = Sly'ß cos 9 
= &qp' [y t sin 9 — y t cos q>) y t '= — Äg>' y sin 9? y,' = Sitpy cos g>. 

Man bemerkt, dass die drei Gleichungen der ersten Horizon- 
Irelhe, welche nur die a enthalten, ein System für sich bilden, 
»enso die der zweiten etc., und dass die andern Systeme mit 
m ersten -völlig identisch sind. Es kommt also nur darauf an, 
e Integrale eines dieser Systeme zu finden, wobei denn zugleich 
nmer ein Integral 

af + a f * + a % = 1 , etc. 

ekanntist, sodann für die a, ß, y gleichartige Ausdrücke mit 
erschiedenen willkürlichen Constanten zu setzen, diese letzten 
ndlich den Gleichungen (57) gemäss zu bestimmen. Die Werthe 
ler 1^, rj Q , f finden sich nach Bestimmung dieser Coefficienten 
lurch blosse Integration; denn es ist nach (77) 

d %o 1 ■ \ da 

-r = («« cosqp + ce 9 sing?) — ■ 

ds v f * ' ds 

5 = ä cos " + *• sin ") £ 

dt / ' , . .da 

_° = (y t cos <p + y 2 sing>) -• 

Es mag genügen, auf die Behandlung des Gegenstandes hier 
'angewiesen zu haben. Ich bemerke nur noch, dass die ange- 
( k | rtete Lösung in sofern nicht immer zu einem Ziel führt, als 
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es von vorn herein Bedingung ist, dass die Linien der abtriefe 
baren Flache sich nirgend innerhalb der Mittelfläche selbst sehn 
den dürfen. Wenn also die Lösung des Problems auf dergleicb 
Zustände führt, so muss man schliessen, dass in Wirkliche 
Ausnahmspunkte auftreten müssen, welche von der gegenwärtig« 
Betrachtung ausgeschlossen waren. 

Aber umgekehrt kann man immer die Aufgabe lösen, diejenige 
auf den Rand wirkenden Kräfte zu finden, welche geeignet sin 
einer gegebenen Platte die Gestalt einer vorgeschriebenen al 
wickelbaren Fläche zu geben. Und zwar kann man dabei imm« 
N verschwinden lassen, während M, K sich aus den Gleichlinge 
(101*), (I01 b ) bestimmen. Diese Bemerkung bildet die Gnmc 
läge für die Theorie solcher Platten, welche bereits im natürliche 
Zustande die Gestalt einer abwickelbaren Fläche besitzen. Ma 
sieht liier eine Reihe interessanter Probleme vor sich, welche sk 
naturgemäss denjenigen anreihen, die oben in Bezug auf duni 
Stäbe behandelt worden sind, und welche man leicht ähnlich wi 
diese anzugreifen im Stande ist. 

§ 72. Bestimmung der Dilatationen. Zweite Annäherung. 



Wenn so der erste Theil des Problems nur auf ein Systei 
gewöhnlicher Differentialgleichungen führt, so führen hingege 
die andern Theile auf simultane partielle Differentialgleichungei 
Ich werde diese Probleme nur andeutend berühren. 

Der zweite Theil des ganzen Problems beschäftigt sich m 
der Bestimmung der Ausdehnungen und Verschiebungen a lt c v 
welche durch die äussern Kräfte in den Elementen der Plat 
hervorgerufen werden. Hiezu hat man die ersten drei Gleichung* 
(92), welche, wenn für Q i9 Q z , r it r t etc. die im Vorigen gefu; 
denen Näherungswerte eingesetzt werden, in partielle Diffentia 
gleichlingen zur Bestimmung jener Functionen übergehen, in den« 
sämmtliche Goefficienten bekannte Functionen von X, s, oder, w 
dasselbe ist, von a und b sind. Die allgemeinste Lösung solch« 
Gleichungen führt gewisse Willkürlichkeiten mit sich; und es sir 
die am Bande der Platte zu erfüllenden ersten beiden Gleichui 
gen (93) -> welche zur Bestimmung derselben dienen. Ich b 
merke nur noch, dass die allgemeinste Lösung der erwähnt« 
Gleichungen (92) sich unter allen Umständen angeben lässt; eil 
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eigentümliche und merkwürdige Eigenschaft, auf deren Begründung 

kfo hier nicht näher eingehen kann. 

Der dritte Theil des Problems endlich beschäftigt sich mit 

4ten kleinen Correctionen, welche die zuvor gefundenen Werthe 
&* £» V, ?» «••• in Folge einer Abweichung der gebogenen Mittel- 
fläche von der Form einer abwickelbaren Fläche erfahren, sobald 
bot sich nicht mehr gestattet, die kleinen Verschiebungen tf t , a 2 , x 
n vernachlässigen. Um diese Correctionen zu bestimmen, setze 
Mi in den ursprünglichen Formeln überall 

£ = £' + |", v\ = rf + rf ..., a = et + «"... etc. 

wo die mit einem obern Strich bezeichneten Grössen die im Vori- 
gen gefundenen Annäherungswerthe bezeichnen, die £" etc. aber 
Correctionen, sehr kleine Grössen erster Ordnung bezeichnen. 
Inzwischen ist schon in § 57 (35*) die Form angegeben, welche 
aan den Correctionen der a geben muss, um den für die a zu 
erfüllenden Bedingungen (57) identisch zu genügen. Man kann 
nach jenen Formeln setzen: 

«r = tfi« —2*i> "t — q*l — Qi<*'> «" = & «/ — ?t «/ 

P^qJ-qß;. ß n " = qß;- qi p, f = q % ft' - q % fc' 

?r= q% y' — q yi > y% = wl ~ Vi y> y" = ft y% — v% yt> 

wo die q von einander unabhängige, sehr kleine Grössen bezeich- 
nen. In die Ausdrücke der r, s eingesetzt, giebt dies sofort für 
die Correctionen dieser Grössen die folgenden Ausdrücke: 

[ r," «= & + g,r- g r,', .," = f* + *, »' -* *,' 
r," = |6- + , r,'- fl V. C = J& + **,'-f/ 



(102).. 



r = £+q t r t —q t r i , s = - + $,», — ^s, . 

Die Correctionen der Grössen 4 ' s! • • • findet man aus 

*en Gleichungen (58) indem man die Grössen Nullter Ordnung, 
welche auf beiden Seiten bereits gleich sind, fortiässt, und nur 
*« Grössen erster Ordnung beibehält. Mit Benutzung der oben 
^ebenen Ausdrücke der cc erhält man sodann: 
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df * * . 3{T # * . / . 



(103; . - 



26 



<■» #* 



^- =«r-iß;+ßx. ^ «=f a -f.^-MA'-KÄ f 



dfr 



Diese Gleichungen genügen eben, um die sechs Grössen f p 
0». 0> <*,» <f 8 , * durch die Differentialquotieoten von £", V» f 
auszudrücken. Multiplicirt mao die Gleichungen jedes diaer 
Systeme mit <*/, /?/, y,' oder mit «/, t ', y t ' oder mit a, /T, j 
und addirt jedesmal, so gelangt man, wegen der zwischen den 
a etc. eintretenden Beziehungen (57) zu folgenden Ausdrücken: 

,H' . o* djf , , dt 

da 



(104). . J 



* = "/--- + ßi' -£r + yt 



— g = a t 



1 aa 
.VC 



q t = a 



q + x = a % 



da 

> ?£ 

da 

,d? 



+ ß; 



, dy 



da 



+ y. 



da 
da 



+ p *L + / «" 



da 



+ A ' ^ + r. 

+ ^ -» + * 



db 



da' 

db' 

,dt 
db' 

• #L 

db' 



db ' r db 

Aber inzwischen waren im zweiten Theile des Problems die 
Grössen ff,, ff,, t bestimmt. Bildet man daher aus diesen sechs 
Gleichungen diejenigen drei Combinationen, welche die unbekann- 
ten Functionen q nicht mehr enthalten, so bilden die übrigen 
ein System von partiellen Differentialgleichungen zur Bestimmung 
von t> r,", £"• Diese drei Combinationen sind: 

>vt . .. dt," , , dt 



(105) . 



1 



1 da 
,dt 



°' ==tt * db 



da • " da 

. R , H . , dt 



, dt . Ä , d v " . , dt 



* a« 

,dt 



da 



+ "> ~db + ßt 1b + V > 



da 

, dt 

db 
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Auch diese Gleichungen, welche, wie die oben erwähnten, 
ihre allgemeinsten Lösungen in allen Fällen anzugeben gestatten, 
führen bei ihrer Integration gewisse Willkürlichkeiten mit sich. 
Zu ihrer Bestimmung bedarf man wieder gewisser am Rande zu 
erfüllender Bedingungen. Und diese ergeben sich, wenn man in 
denjenigen Gleichungen, die bei der ersten Annäherung benützt 
wurden, die Grössen erster Ordnung berücksichtigt. Man muss 
also erstlich sämmtliche Terme dieser Ordnung beibehalten, welche 
im Vorigen vernachlässigt wurden ; insbesondere aber ist es noth- 
weiidig, bei den Grössen u, v, w und den Ausdrücken der Spannun- 
gen ebenfalls die Grössen der nächsten Ordnung beizubehalten, 
und demgemäss in den Gleichungen (60 a ), (60 b ) zu der nächsthöheren 
Annäherung fortzuschreiten, was übrigens den entwickelten Me- 
thoden gemäss leicht ausgeführt wird. So gelangt man zu einer 
*nodificirten Gestalt der letzten beiden Gleichungen (92) und der 
drei letzten Gleichungen (93); und wenn man in denselben die 
gefundenen Näherungswerte nebst beigefügten Correctionen ein- 
bohrt, verschwinden die endlichen Terme identisch, während die 
**«}rme erster Ordnung die in Rede stehenden Bedingungen 
e t*geben. 

Ich habe hier eine kurze Skizze von der Reihenfolge der Probleme 
Entwickelt, aufweiche man bei der Behandlung des Problems endlicher 
Biegungen sehr dünner Platten geführt wird. Nur in einem einzigen 
J^alle kann man ohne Weiteres vorschreiten, um die vorgeführten 
Probleme selbst zu untersuchen; dann nämlich, wenn die endlichen 
ftiegungen aufhören, und nur die an die ursprüngliche Gestalt der 
Mittelfläche anzubringenden Correctionen aufzufinden sind. Dieser 
Fall, in welchem alle Theile der Platte von ihrer ursprünglichen 
Lage nur sehr wenig abweichen , soll jetzt eingehender behandelt 
werden. 

§ 73. Kleine Verschiebungen. 

Wenn die Platte nur sehr kleine Verschiebungen erfahren 
hat, so ist der ursprüngliche, natürliche Zustand selbst bereits 
die erste Annäherung. Unter solchen Umständen fallen überall 
die Axen X, F, Z mit den Axen X' y Y\ Z' auch nach der Ver- 
schiebung nahezu in dieselbe Richtung; und die erste Annäherung 
besteht darin, dass man sie parallel werden lässt, dass man also setzt: 

< = p; = / = i . «; = « = ß' = ß; = y ,'= y ;= o. 

Clebsch, Theorie elasl. Körper. 20 
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tf i = 



q + * = 



So erhält man aus (104): 

da 

9 ~ da 
9t = 



* 



«1 = 



da 



— « , l = 



96 



db "*" 0a 



Da zugleich die Grössen r, $', welche sich aus Differential- 
quotienten der constant gewordenen Grössen «',/?... zusammen- 
setzen , offenbar verschwinden , so fallen die Grössen r", s" mit 
den r, s selbst zusammen, und man erhält aus (102): 



1 — da ~~ dadb' 

. = & = *e 



da 
dj 
da 



da* 



* - d Si - _ ^ 

1 — db dadb 

Pri" 



S ° ~ db 



dadb 



Im Obigen sind alle Grössen durch die kleinen Verschiebun- 
gen |", r[\ f" ausgedrückt, welche die Theikhen der Mittelflache, 
von der Ruhelage aus gerechnet, erfahren. Führen wir diese 
Ausdrücke in die Gleichungen (92), (93) ein, so erscheinen die 
Probleme des §72 in modificirter Form. Und zwar ist es hier nicht 
nothwendig, bei der Berechnung der Spannungen mehr als die Terrae 
niedrigster Ordnung, wie dies oben geschah, beizubehalten; denn 
diese werden bereits von einer höhern Ordnung, als in dem Falle 
endlicher Biegungen, indem die früher endlichen Grössen r, s 
hier Grössen der ersten Ordnung sind. 

Die erwähnten Gleichungen gehen nun, durch Einführung 
von £", r{\ f" (von denen ich jetzt der Kürze wegen die Indizes 
auslassen will, so dass also £, % £ die Verschiebungen selbst be- 
deuten) in die folgenden über: 



da % 



+ P 



d 2 n 

dadb 



db* ^l 1 dadb 



+ 



+ 



l — t* 



fi d 
da 



(105) . < 



2 da \db 
mit den Grenzbedingungen: 

'd$ . dn\ . 1— 



db \db " r da) T Eh 
\db ^ da) 1 



{l-W_ 



(H , dff\ , i— (i (dl , dn\ . W 1f 

\¥a + * db) C ° SP + -i- \db + da) SIUP = -EH * 

fin , %\ . . i— /* (dl , ai/\ i— fi 8 lf 
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und: 



da* 



(106).. 



2 n + a^_ i2(i- F ') / 

da*db* db* ~~ Eh" \ * 1 ~ 
+ h* Kda+Tb) 9? + U + "aV Fb 

v " Vaa x a<*/ aaa»> 



// 



da 
t 



+ 



a#" 



db ) 



+ 



mit den Grenzbedingungen: 



(* - rt [& ° mp + & cosp + 2 eaTb smp cosp ) 



+ 



p Vaa* ^ db 1 ) 



12(1— f**) 
Eh 3 



(U" cosp + V"sinp) 



(1_rt S fc* _ ^ s,npcosp+ ^ ( cos2 i>~ s ' n2 *)J 




+ ^rJcosp+^ 



a<*a6 



- 2 J cosp + 



a 3 f 



dbda 



t J sinp = 



= ^ 3 [^ cosp+5 sinp-*F + -i ^ ^J. 

Das erste dieser Systeme bestimmt, für sich, die Verschiebun- 
gen parallel der Mittelfläche selbst; das andere hingegen, wenn 
die ersten Verschiebungen bekannt sind, die Verschiebungen senk- 
recht zur Mittelfläche. In den letztern Gleichungen durften die 
Produkte der Verschiebungen nicht schlechthin vernachlässigt 
werden, insofern sie durch die sehr kleine Grösse h 2 dividirt sind. 
Auch haben jene Glieder unter Umständen einen sehr bedeuten- 
den Einfluss. Bezüglich des erstem Systems bemerke ich noch, 
dass es genau mit den Systemen (154), (156) p. 166, übereinstimmt, 
nur dass hier noch Glieder auftreten, welche von den auf das 
Innere wirkenden Kräften abhängen, dass hingegen diejenigen 
Glieder fehlen, welche dort mit höhern Potenzen von h multipli- 
cirt erschienen. 

Ich werde die beiden Systeme (105), (106) für den Fall einer 
kreisförmigen Platte behandeln. In dem ersten Systeme werde 
ich über die Natur der äussern Kräfte gar keine Voraussetzungen 

20* 



machen. Im zweiten System aber werde ich zunächst die ver- 
einfachende Voraussetzung eintreten lassen, dass die Verschiebun- 
gen £, tj, der Mittelfläche parallel, welche in jenen Gleichungen 
auftreten, im Wesentlichen nur in einer gleichförmigen Aus- 
dehnung bestehen, welche der ganzen Platte niitgetheilt sei; woLei 
der Fall nicht ausgeschlossen ist, dass noch andere Verschiebun- 
gen solcher Art vorhanden seien, nur seien sie klein genug, um 
die Vernachlässigung in dem letzten Gliede der ersten Gleichung 
(106) zu gestatten. Ich werde also annehmen, dass die in jener 
Gleichung auftretenden Grossen |, 17 aus dem System (105) er- 
halten werden, wenn man darin die auf das Innere wirkenden 
Kräfte Ä , B' gleich Null setzt, statt der auf den Rand wirkenden 
Kräfte V, V aber eine überall gleiche normale Zugkraft ein- 
führt, welche für die Flächeneinheit berechnet den Wertb 7 hat, 
so dass 

U' = Th cosp, V' — Th smp. 

In diesem Fall ist, wenn wir dem Anfangspunkt der a, b 
keine Verrückungen parallel der Mittelfläche ertheilen, die Lösung 
der Gleichungen (105) in den Formeln enthalten: 



wo 



$ = *<*, ij = *6, 



1 — f* m 
E 



n : 



Im 



■de 2 

äkrtei 
«igen 



ilür 



{fr 



Und es geht demnach die erste Gleichung (106) in die Fo*"* 
über, welche nur mit constanten Coefficienten behaftet ist: 



, * vt &z 



da' 



da*db 



1 ^ db* h* { ^ ™ W ^ db % ) 



12(1 — |*«) 

Eh 9 



( 



e + 



dA* . dti 



da 



db 



> 



Es soll später die weitere Transformation dieser Gleich.** , 
angegeben werden, deren man bei Schwingungsproblemen bed^ 
Für die im Folgenden durchgeführten Gleichgewichtsprobl^*** 1 
aber werde ich insbesondere s = setzen. 



— 309 — 



Kleine Verschiebungen einer kreisförmigen Platte in 

ihrer Ebene. 

(i §44 p. 168» sind bereits die allgemeinen Formeln angeführt, 
zur Einführung von Polarcoordinaten dienen, wie denn 
upt das hier zu behandelnde Problem sich dem dort durch- 
en aufs genaueste anschliesst. Nehmen wir bei der kreis- 
3n Platte den Mittelpunkt zum Anfangspunkt der a, b 
tzen: 

a = rcos*, 6 = rsin*, 

man nach den Formeln des angeführten §: 

da = dr cos* — r sin fr d& 
db = dr sin* + r cos* d*, 

p jede Function Sl: 

dSl- dSl _ dSl . . 

— -= — cos* ^ sm ^ 

da dr rov 

dSl dSl . . , dSl 

_ = -sin* + — cos* 

dSl dSl . , dSl . a 

dSl dSl . . , dSl 

i _ = __ sm ^ + _ cos ». 

ebt man nun den beiden ersten Gleichungen (105) zuerst 
m: 

\da "*" db) "*" 2 26 \db da) Eh 

( d A + d Jl\-hl? 1 ( d A_ d *\ = - !=£ tf 
Vda "*" 06/ 2 da \db da) Eh 

man, indem man diese Gleichungen mit cos*, sin* oder 
sin*, cos* multiplicirt, und jedesmal die Gleichungen (108) 
»ichtigt: 
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(109). 



\aa "*" a&/ "** 2 r30 \0a da) 



\da "*" db) 2 1 dr \06 da) 



d 

dr 

* 



___ (^sinä — tf'cosO). 

JLn 

Ich werde zeigen, wie man die allgemeinen Integrale dieser 
Gleichungen findet, in einer Form, welche für die Betrachtung 
kreisförmiger Platten zweckmässig ist; eine Untersuchung, die 
übrigens genau der des § 44 analog verläuft. Zu diesem Ende 
denke ich mir zunächst die beiden Grössen 

A cos# + ff sin#, A sin# — ff cos#, 

welche nichts anderes sind, als die Componenten der auf das 
Innere wirkenden Kräfte, zerlegt nach der Richtung des Radios 
und senkrecht dagegen, in der Form dargestellt: 

— («/cosä + ff sinft) = g -f- Q t cosO + Q t cos 20 . . 

+ p,' sinO + f/ sin20 . . . 

-- (Asind 1 — ff cos-fr) = v + Vj cosä + v t cos 2$ . . 

+ v/sinfl + v t 'sin20 . . . 

Nach den im Frühern wiederholt angewandten Sätzen findet 
man die q, v sehr leicht, nämlich ausgedrückt durch die Formeln: 

2» 

Qi =— I (A cosO + ff sinO) costfltffr, 

2* 

p.' = -L I (A cos# + ff sin$) sinffrdtf, 
n o 

In 



- 



v„=— / (^ sin» — £^ cos») d», 



— Sil — 



in 

v* == — - / (^'sin# — Z7'cos'fr)cost'fr*ffr t 



o 

* 2« 



'/= ~^-r f (^sinfr — #cosO) sintOrfO. 



Setzt man nun in änlicber Weise: 



10) 



— + — -=u + w f cos^+w,cos20. .. + «i sinfr + u' su^fr... 

^7 — ^= v + » 1 cosO + t? 2 cos20... +fl'isui {* + *>'• sin 2lh. 
Ob da 



?o die w, v nur noch Functionen des Radius sind, ebenso wie 
Jie Q y v; so zerfallen beide Seiten der Gleichungen (109) in eine 
Reihe von Gliedern, welche mit den Sinus und Cosinus der Viel- 
fachen von & mulüplicirt sind. Wenn man daher die Coefficien- 
ten entsprechender Sinus und Cosinus auf beiden Seiten einander 
gleich setzt, so erhält man die folgenden einzelnen Gleichungen, 
in denen • die Wertbe 1, 2 . . oo annehmen kann : 



(111). • , 



du_ 

dr 

dUf l—fi . , 



du't 
Hr 

1 — fi dv 
2 dr 

1 — (i dv t 
2 ~dr 

1 — fi dv\ 



1— P . 

%Vi 

2r * 



1 . , 

— t u 

r 



l—fi 2 

"IT 

E 

E 

1—P 

~E~ V * 

E 



Qi 



Qi 



v t 



Aus den ersten beiden Gleichungen findet man sofort: 

(112) . u = A -^J 9o dr t v = ^-±^njv Q dr, 

wo -<4 , 2?«, willkürliche Constanten sind. 

Die andern Gleichungen fallen unter das Schema: 
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du iV 

— + — = S 

(H3) : dr r 

dr ^ r 

wo S und T gegebene Functionen von r bedeuten. 

Es ist leicht aus Gleichungen dieser Form die allgemeinen 
Werthe von V, V zu ermitteln. 

Bildet man nämlich die Combinationen : 

dr r 

dlü—V) . ü— V 

-^ L — i = S — T, 

dr r 

so erhält man integrirbare Formen, sobald man die erste Glei- 
chung mit r*, die zweite mit T multiplicirt, denn die entstehenden 

T 

Formeln kann man in der Gestalt schreiben: 

i. u ~ r 



r* S—T 



dr r 



» 



woraus durch Integralion: 



U+V= ±ß S +l)r<dr + ? 



R 

U-V=~ r<f(S-T) y + Cr*. 

r 

Es bezeichnet hier R den Radius der Scheibe, und es sind 
in der letzten Gleichung die Integrationsgrenzen r, B statt 0, r 
gewählt, damit die zu integrirende Function innerhalb des Inter- 
valls der Integration nicht unendlich werde. 

Bemerken wir, dass überhaupt sämmtliche hier vorkommende 
Grössen auch für r = benutzbar werden müssen, also für die- 
sen Werth von r nicht unendlich werden dürfen, so zeigt sich, 
dass C=o sein muss, alle übrigen Glieder erfüllen die in Rede 
stehende Bedingung. Man überzeugt sich davon sofort, wenn 
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man sich statt S+T, S— T die absolut grössten Werthe gesetzt 
denkt, welche diese Functionen auf der Scheibe überhaupt an- 
nehmen können. Sind diese Werthe M, N, so ist offenbar in 
Folge dessen, ohne Rücksicht auf die Vorzeichen: 

M r 



Ifo+T) r' dr < -rjr* dr 
o o 



r' 



/;,_„* <,,/*. 



Wenn man die letzten Integrationen ausführt, so bleiben 
die betrachteten Ausdrücke bezüglich kleiner als die Grössen:. 

Mr 



Nr* / 1 _ 1 \ 



i + r 

oder, wenn t = l, kleiner als 

Grössen, welche sämmtlich für r = keineswegs unendlich 
werden. Die Zulässigkeit der gefundenen Ausdrücke für U, V 
ist hierdurch dargethan. Demnach werden die Werthe von U 
und V selbst die folgenden: 

r R 

V=±J'(S+T)r>dr- r ;ßs-r ) % + ^ 

r 

f R 

r 

welche nur noch die willkürliche Constante C enthalten. 

Wenden wir dies auf die Gleichungen (111) an, indem wir 

erstlich ü^=^u i9 V= — — vi, zweitens U=ul, V= -v i 

setzen, so erhalten wir die Formeln: 

u t = ü t + A if \ v<= V t + -f- 
«', = tT t + B t r\ v\ = V' { - idil-, 

1 f* 
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wobei durch U„ U' t , V,, V, der Kürze wegen folgende gegebene 
Functionen von r bezeichnet sind: 

!-<*« f. . . . t . , r*(l — f^> P. ,,dr 



(H5\ 



1-p' f.. , , . , ^(l-ft*) /*, , tfr 

Ü r 

r R 

17' l + P /* l '\ <^ r *( 1 +f*) /*/ m** 



u 



und wo ^,, ^, wieder willkürliche Constanten bezeichnen. 

Setzt man in den Gleichungen (112) auch noch, diesen Be- 
zeichnungen analog: 

(116) . . . U = - }-£*fi 9 dr, V =- 2 ^^fv dr, 
so erhält man endlich aus (110) folgende Ausdrücke: 



(117) 



|? + ^?= U + U t cos& + U t cosWL + ü\sin» + U\ sin2#... 
+A +A l rcos9+Jf*cos%&... + B t rsia9+B t r 2 sia29... 

§ — f*= r + V. ,cosfr+ V. cos2fr...+ V. sine+ V sin2#... 

2 

+ [B +B l rcos&+B t r*cos2&...— A { rsin&— A 2 r*sin2&...) 

1 (i 



aus welchen die allgemeinsten Ausdrücke der |, r\ zu entwickeln 
sind. In diesen Gleichungen sind die 17, V bestimmte Functionen, 
die A, B weiterhin zu bestimmende Constanten. 

Durch die Ableitung der Gleichungen (117) ist ein erster 
Theil der Aufgabe bereits gelöst, indem man an Stelle der 
Differentialgleichungen zweiter Ordnung (109) nur noch Glei- 
chungen erster Ordnung vor sich hat. 



K, 
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\ 

Um nun aber diese Gleichungen zu integriren, ist es zweck- 
ässig, nicht die Verschiebungen £, y zu suchen, welche parallel 
den Coordinatenaxen ausgeführt werden, sondern die Ver- 
schiebungen in der Richtung des Radius und in derjenigen dar- 
auf senkrechten Richtung, welche der Richtung des wachsenden 
4* entspricht. Man kann sich dies so vorstellen, als habe bei 
der Verschiebung der Punkt r, & eine Drehung <p am Radius r 
ausgeführt, und sei dann um eine kleine Strecke q in der Rich- 
tung des Radius vorwärts gegangen, um in seine Endposition zu 
gelangen. Demnach hat man ganz analog den Formeln: 

a == r cosfl 1 , b = r sin#, 
nach der Verschiebung: 

a + £ = (r+e)cos(#+ q>), b + 17= (r + q) sin(# + <p); 

und entwickelt man hier nach Potenzen der sehr kleinen Grössen 
f, g>, indem man nur die ersten Potenzen beibehält, so ergeben 
sich die Formeln: 

(118) . . £ =Q cos# — rq> sin#, v\ = q sinfr + rq> cos#, 

mittels deren g, «& durch die neuen Verschiebungen q, g> auszu- 
drucken sind. 

Diese Ausdrücke, in die linken Theile von (117) eingeführt, 
ergeben, wenn zugleich die Differentiation nach a, b aus (108) 
durch eine Differentiation nach r, # ersetzt wird: 

"0J&9_ ?? + ?? 4. 2. 

da "*" db ~ ar ^ d& "*" r 

*A— d l r ^4- -^_2 m 

db da~ dr "*" rd& ^ 

Und nach Ausführung dieser Transformation sind q>, q selbst 
sehr leicht zu finden. Denn man kann sich diese Grössen eben- 
falls unter der Gestalt vorstellen: 

Qz=zp + p k cosfr + p t cos2#... + p\ sin# + p\ sin2fr... 
<p t=z q 4. q x cos# + q % cos2#... + q\ sinO + q\ sin2#... , 

wobei die p, q Functionen von r allein sein sollen. Setzt man 
nun diese Reihen in die Gleichungen (117) ein, und vergleicht 
die Coefficienten gleicher Sinus und Cosinus, so erhält man die 
folgenden Gleichungen zur Bestimmung jener Grössen: 
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<*Po 

'dr 



+ ^=U + J 



^+ ig\ +^^ü\+ A ir * 



dp\ 



Pi _ 



dr + ** +t =ü < + B ' r ' 



dr 
dq % 



+ 2^ = - V — 



2B« 



° 1-f* 
2B i r i 



Diese Gleichungen fallen gleichfalls unter das Schema (113), 
wenn man sie mit r multiplicirt, und, indem man r p if r* p if 
r Pi> r V. als die Unbekannten ansieht, ihnen die Form giebt: 

d.rp 



dr 

dr 
d.rp\ 



= r[U 9 + A). 



dr -'-^-rW + W. 



dr 
dr 



2Br 

= — r V Q — 

- 1 — fi 

i.rpl 2Z?,r'+' - 

— __ v r — _ 

r 1 — (jl 

= — y , r + 



rfr r » . ^ — ^ 

Die Benützung der früheren Formeln gibt daher sofort: 



(119) J 



P 9 = P. + ^f> 



lh « ,, - 4£ (!±J| jL + t- (ÄW) , +C/ M 






4 

4 _ 

4 



/1 + ft r' 
Vi— fi i+1 

Vi— /* »+i - 

Vl-jn ,+i """ 
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wobei P , Q , P it Oi etc. folgende bekannte Functionen be- 
deuten: 



r 

= l - f rU * dr > A="--i f> 



- Ir V dr 



R 



* = £* f r<+ ' ^ - r:] dr - r ^S°4^ ar 

r R 

r 



r 

t R 

**- ^.h^- r ^ r ^S ü 4^ dr 

r 

und wo die C, D willkürliche Constanten sind. Die Integrations- 
constanten bei p , q sind gleich Null gesetzt, damit die Wertlie 
von p , rq , für r = nicht unendlich gross werden. 

Fasst man alles zusammen, so hat man endlich für q, q> 
/ folgende Ausdrücke, welche die allgemeinste hier anwendbare 
r Losung der Gleichungen (109) darstellen: 

q=zP q + i^costf + i> 2 cos2#... + i ) ' 1 sin^ + i > ',sin2^... 

^ 2 ^ 4(1— ft) \ 2 ^3 / 

;— *-r (-^- sn# + -*— sin3#... I 

4(1— p) \ 2 ^3 / 

— (Ä*— r*) [" ~^ (A t cosO + ^ 2 r cos 2^. ..) 

+ 47TZ7) (^ sin0 + ^ rsin2 ^--)] 

+ <7 t cos# + C 8 r cos2# . . . + D t sin# + D z r sin2# . . . 
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<►= 0, + Q, co* 9 + (>, cos** . . . + 0', «■• + ö r t sin2# . . 

-£+i&(¥ -• + ¥-»••••) 

- JF — r» [/^f (7* «»* + *t «a* 2 * • • •) 
-^=^7 ^ sin* + ^ f sinSMK..)] 

+ — i cosfr + D M cosSfr... L sinfr — C, sin2#... . 

r * r * 

Das* hier in ? die mit B, C f D behafteten Glieder uoeo 
lieh gross werden, wenn r = 0, kann kein Bedenken errege 
denn es bleibt r.<p endlich» und damit behalten auch die Ve? 
Schiebungen £ q überall endliche Werthe. 

Die Bestimmung der in diesen Ausdrücken vorkommendem 
willkürlichen Constanten geschieht nun mit Hülfe der Grenzte 
dingungen, welche am Bande der Platte zu erfüllen sind. Ü 
die Platte vollkommen frei, und gegebenen auf den Band wirkendes 
Zugkräften unterworfen, so sind diese Grenzbedingungen die letz* 
ten beiden Gleichungen (105-. Es ist nicht schwer, abgesehen 
von einiger Rechnung , in diesen Gleichungen statt £, 17 die Ver- 
änderlichen q, <p einzuführen, die Differentiation nach a,b durch 
Differentiation nach r, 9 zu ersetzen, die Kräfte tf f V selbst nach 
Sinus und Cosinus der Vielfachen von &, ähnlich wie oben A> # 
zu entwickeln, und indem man die Coefficienten gleicher Sinn* 
und Cosinus auf beiden Seiten jener Gleichungen vergleicht, <& 
nöthigen Bedingungen zur Bestimmung der A, B, C, D zu erhalten. 

Ich werde die einfache Voraussetzung machen, die Platt* 
sei mit ihrem Rande befestigt, so dass die Elemente des Rande: 
nicht verschoben werden können. In diesem Fall geben di< 
letzten Gleichungen (105) nur die Widerstandskräfte an, welch 
von der Befestigung zu leisten sind. Zur Bestimmung de 
Constanten aber hat man: 

£ == 0, v\ = 0, für r = B, 

wenn B den Radius der Platte bezeichnet; oder, was dasseV 
ist, <p = 0, q = 0. Und so kann man auf die Gleichungen (1 J 
zurückgehen, und die p, g, p', q verschwinden lassen, was soC 
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die nöthigen Bedingungen aufs Einfachste ergiebt. Man erhält 
demnach, wenn man durch einen darübergesetzten Horizontal- 
strich andeutet, dass in den betreffenden Functionen R an die 
Stelle von r gesetzt werden soll: 

A = — ^2 B = ( l —äQ* 



'O 



R ' R 



4—2 y^ #+r (Pt + RQ t ). Ci — — 2Rt -, 

b — 2 1_ ' t i+l (n' B n) n — ?<+RQ' 
2? '- 2 §=ii rThF'-RQ*)' d <- üF*- 

Durch diese Bestimmung ist die Lösung des Problems voll- 
ständig gegeben. 

§ 75. Kleine Verschiebungen einer kreisförmigen Platte senk- 
recht gegen ihre Ebene. 

Die Gleichung (107), welche zur Bestimmung der transver- 
salen Verschiebungen einer Platte bei gleichförmiger Spannung 
ihrer Fläche fuhrt, ist viel bequemer zu behandeln. Denken wir 
uns die Mittelfläche durch concentrische Kreise und durch Radien 
zerlegt, so erhält man ein Doppelsystem von Linien, in welchen 
jede Linie des einen Systems jede Linie des andern senkrecht durch- 
schneidet Ferner entspricht jeder Linie des einen Systems (jedem 
concentrischen Kreise) ein individueller Werth von r, jeder des 
andern Systems (jedem Radius) ein individueller Werth von #. 
Sind nun, wie hier, a, b die ursprünglichen rechtwinkligen 
Coordinaten, r, $ die einem solchen System entsprechenden neuen 
Veränderlichen, so wird die in p. 118 (102) aufgestellte allge- 
meine Transformationsformel, welche für jede Function 2? gilt: 

?£•+ ™*- -i- [IIt/1 d JH\ , ± (l/± ?£\1 

W X db* ~ j/ÄB \dr\r A dr)^d&\r B d&jf 

und zwar sind dabei A, B die Coefficienten der Formel 

ds> = Adr* + B dd*, 
durch welche das Quadrat eines beliebigen in der Fläche gezo- 
genen Linienelements sich mittels der Elemente dr, d& ausdrückt. 
Indess kann man im vorliegenden Fall sich immer ein kleines 
rechtwinkliches Dreieck mit einer beliebig grossen und beliebig 
gerichteten Hypotenuse ds denken, dessen eine Kathete mit der 
Richtung des nach dem einen Ende von ds gezogenen Radius 
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r zusammenfällt. Die Länge dieser Kathete ist also die Distanz 
zweier durch die Endpunkte von ds gelegten concentrischen 
Kreise dr, indess die andre ein kleiner Kreissbogen r d& wird. 
Somit hat man 

ds* = dr 1 + t* dd*, 

oder es folgt, wenn man dies mit dem obigen allgemeinen Aus- 
druck von ds* vergleicht: 

A = 1, B = r 8 , 

so dass die Transformationsformel übergeht in: 

**! 4- ?*± - ±. ( r **S W i 8 _!£o 

da* T db* rdr\ dr ) "•" r* 30*' 
Dies auf die Gleichung (107) angewandt, giebt zunächst: 

Ui»a; ■ • ■ • da t-t db t — ar « + r dr T r t 8e t • 
sodann aber 

n a 4 ? a^_ a^ /?£ + ?$\ . * /*f , «\ 

9a 4 + ga« aft* + a* 4 ~~ da* W "*" 367 "•" db* \da* "*" ?J»J 
~~ ar 4 + r dr* r* 3r* r'ar 

, a 8 /^ a^ _ i dj 4f\ _i at . 

"*" a^" ^r* ar« r 3 3r "*" r'J "*" r 4 a# 4 ' 
so dass jene Gleichung endlich folgende Gestalt annimmt: 

1^4. i dt iit (i + p) /&t iat\ 

r» ar« " + " r 5 3r Ä« W» r fr/ 

a«_r^a^_^aj-4f_ i2c(i-t-i*) £"| , i » 4 | 

+ a»» Lr* dt* r" dr + r 4 h* r*J "*" r 4 ä* 4 

12 (1 _>•) /, a^" , dB" 



fa*| 2a»f 

ar 4 + r dr 3 



(120) 



jEÄ" 



[ C + ~da- + -db) \ 



ich stelle mir nun die Function Cf + — 1 — rr nach Sinus 

da (70 

und Cosinus der Vielfachen von # entwickelt vor, so dass 

d + — + — — Kft + ftcosd+fjCOS 2 *- + / 1 sin#+/ | sin2#. 
wo die Grössen 



•• » 
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(120a) . 



*-,ww-+ 



dB" 



da 



db ) 



d& 



o 



ob / 



2ir 



Vi 



V(- 









1 sin i ' 



i#rf# 



allein Functionen von r sind. Denkt man sich, um den allge- 
meinsten aus (120) entspringenden Ausdruck der gesuchten Func- 
tion ? zu finden, diese in ähnlicher Weise in die Reihe ent- 
wickelt: 

t= f + f, cos# -f f t cos 2«- . . . + f, sinO + f 2 sin 20 . . . , 

wo auch £ , f t etc. nur noch von r abhängen sollen, so gehen 
beide Seiten der Gleichung (120) in analoge Entwicklungen über; 
und indem man die Coefficienten gleicher Sinus und Cosinus ver- 
gleicht, erhält man zur Bestimmung der f, folgende Gleichung: 



(121) . 



*fc 



dr 



4 ~*~ rdr* r* dr* + r 8 dr Ä* \</r* + r dr/ 

Für £/ erhält man ganz dieselbe Gleichung, nur dass y/ an 
die Stelle von y i tritt. 

Es hat keine Schwierigkeit, zu den allgemeinen Integralen 
dieser Gleichung zu gelangen, indem man zunächst den rechten 
Theil vernachlässigt, die Integrale in Reihenform aufsucht, und 
sodann die Berücksichtigung des rechten Theils mit Hülfe der 
Variation der Constanten ausführt. Indessen soll im Folgenden der 
Einfachheit wegen e = gesetzt werden, so dass in der Platte keine 
Spannung nach der Ebene ihrer Mittelfläche vorhanden ist. Man 
kann dann auf gleiche Weise verfahren, hat aber den Vortheil, dass 
man keiner Reihenentwicklung bedarf. Ersetzen wir nämlich dann 
die Gleichung (121) durch die Combination der beiden folgenden: 

tf& 1 dSl _ eSl _ 12 ( 1— f* 1 ) 
(122) 



dr* 
dr 2 



+ 



dr 

dti 
dr 



Eh 



Zf» _L» — X> 

, — ^r — * >6 > 



i 



C leb seh, Theorie elast. Körper. 
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aus welchen wirklich die Gleichung (121) (für es=0) hervorgeht, 
wenn man den Werth von & aus der zweiten in die erste ein- 
setzt. Vernachlässigt man nun zuerst das von y t abhangige Glied, 
und nimmt f, & versuchsweise als Potenzen von r an, so findet 
sich leicht das vollständige Integral jener Gleichungen ausge- 
drückt durch; 



(123) 



fc = 4r* + *<•*• + §+ £ 



wo A iy B it C if Di willkürliche Constanten bedeuten. Will man 
nun in der ersten Gleichung (122) das von y, abhängige Glied 
berücksichtigen, so muss man die A, B, C, D nach der Methode 
der Variation der Constanten als Functionen von r ansehen. Da 
man aber hiebei statt einer gesuchten Function £ vier dergleichen 
eingeführt hat, so kann man noch drei beliebige Gleichungen 
zwischen diesen Grössen annehmen. Man wähk diese Gleichungen 
dann so, dass nicht nur £ selbst, sondern auch seine drei ersten 

Diflerentialquotienten , d. h. neben -~ auch Sl und — genau 

dieselbe Form beibehalten, wie wenn die Grössen^, B, C, D noch con- 
stant wären, indem man jedesmal l>ei der Bildung eines Differential- 
quotienten von f die von der Differentiation der A etc. herrührenden 
Terme zusammen verschwinden lässt. Dies giebt denn die Be- 
dingungen: 

0-r<^+r'-*^ + 1*2+ JL *£ _ 

u — r * T- r _.__ t „i Am t *_i , 



dr 



dr 



r x dr 



dr 



(124).. 



dr v ' dr r*^ 1 dr r x l dr 

= <(.- l)r« ££ + (i+2) (i + 1) r< ^ 



t(» + l) rffi (»— 2)(t— 1) dD t . 
"*" r<+* dr ■*" r* dr ' 



und nachdem wir dies angenommen haben, bleibt von den Gleichun- 
gen (122) oder von der Gleichung (121) nichts übrig, als: 

(125).. 1 -^^ yj =,-(.--l)(«-2)r- %+(i+i)(f +!){**' 



Eh 1 



i{i+\){i+qdC t 

dr 



.H-5 



dr 

(i — 2)(t — 1) i däj 



dr 



r'~^" ar r 

Die vier Gleichungen (124). (125) genügen völlig, um zunächst 
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auf lineare Weise die Differentialquotienten der A etc., dann 
aber durch Integration diese selbst zu bestimmen. Die Behandlung 
des obigen Systems geschieht auf elegante Weise so, dass man 
'durch passende Potenzen von r dividirt, sodann aber die erste 
Gleichung (124), mit passenden Zahlen multiplicirt von den an- 
dern abzieht, und auf diese Weise dem System zunächst die 
Form giebt: 

r « d Ji+ r*-'-^+ — dCi + — *?'-0 

dr ^ dr ^ r<+ 3 Tr ** r<+ 1 dr ~ 

; r ~ d A + /,-+« r «-t d li _ J_ dC < _ t* dD < = o 

1 T 1F + (,+2) r TF 7* Tr rH-« dr~ = ° 

% r dr + (t+i} r dr + r*+» dr + r"" 1 tfr ~ ° 

- .-3 *4 . H+2)VW **« _ JL de, _ tr*f d £i- 

1 r dr ^ K ^ } dr r"* dr r<+ x dr ~ 

_ 12(1 — ji«) 
— Eh* 7i * 

In diesen Gleichungen erscheinen als Unbekannte die Grössen 
. , dA i . f dB t 1 dC { 1 dD t 
rfr ' «fr r 1 "*" 8 «fr r <+t rfr 

ihre Coefticienten aber sind die aufeinanderfolgenden Potenzen 
von •", t + 2, — i, — i -f- 2. Es ist aus den Elementen der 
Algebra bekannt, dass die Auflösungen eines Systems von der Form: 

x t + 3*2 + # n . . . = 

«i x i + a t x t + a n ar» . . . = 

a i X i + a 2 X 2 + a n X n . . . = 



«i""" 1 X i + «f 11 " 1 *2 + «n"" 1 *,... = * 

in der Formel: 



x t = 



x 



(«< — a i) («i — « 2 ) • • - («i — « w ) 

enthalten sind; wo im Nenner nur der verschwindende Factor 
a f — a t auszulassen ist. Mit Anwendung dieser Formel erhält 
man aus den vorstehenden Gleichungen die Werthe: 

dA, _ 3(1-^) 

dr 2.t(t — 1) Eti> 7i 



,._, tftf, 3(1— f*') 

dr 2.»(i + l).ffÄ 1 

21 



FI.3 /« 
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J dCt _ _ 3(1— fr») 
r % +> dr ~~ 2.i (i + 1) Eh* 7 * 

_}_dDi _ 3(1— fr») 

r*" 1 dr — 2.i (t — 1) Eh* 7i ' 

und daraus durch Integration: 

a - 3 c-^ /£*: + k 

Ai ~ •ii(i—l)Eh*Jr*- t + "< 



(' • r 

R 



3il-ft') A^ 

2 i (» + 1) Eh* J r *-' 



+ i. 



r 
r 



C =-^T-ny^ /**»+ + *. 



2 i ii + 1) Eh 1 

^ — 2 ,•(,•— 1) E» o J 7t + " 

wo denn die &', L, M, N wirkliche Constanten bedeuten. Von 
diesen bestimmen zwei sich sogleich. Denn damit der Werth von 
f und seine in den Gleichungen (122) auftretenden Difierential- 
quotienten und Verbindungen aus (123) durch Einfuhrung dieser 
Werlhe für r = in keiner Weise unendlich werden, müssen M if 
N t nothwendig verschwinden. Und setzt man nun der Kurze 
wegen : 

R R 

(126) *■ = - ( -~ -^ jr< f 7< dr - r"» /'— *— dr 

r r 

ü 

wo also z i eine vollkommen gegebene Function ist, so wird der 
allgemeine Ausdruck von £,: 

(127) £ = z t + Ky + Lit**. 

Nur die Fälle t «= und j = 1 erfordern noch eine be- 
sondere Betrachtung. In diesen Fällen wird das Integral der 
Gleichung (121) nicht mehr durch die Form (123) dargestellt, 
sondern man erhält: 

? = A + B r* + (C + D r*) log r 
f t = A x r + B t r' + j + D t r log r. 
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An Stelle der Systeme (124), (125) treten dann die folgenden: 



d -^ + **~r+'ogr^ + r*logr 
dr dr dr 



dR 



dr 



5 = 



Ä dB , 1 dC Q t „ . Ä , x dD 
dr r dr dr 



dB« 



1 dC ft 



dB r 



2 lf~ ^^r + ( 3+2/ ^ r )-^r° = 



2 d<7 ^ rf2> 



r 3 dr 



r dr 



dr 

I2(l- fx 2 )y 

£A 8 



und: 



/ 



dA. , . dB. , 1 dC. , , dD. n 



rfr ^ dr r 1 dr ^ v ^ y ; dr 

Ä d# f , 2 dC, , 1 dB. 
dr r dr r dr 







6 ^!_^^_i^i = 12(1 ~ ^ K, 



dB, 
dr 



r % dr 



r* dr 



Eh 1 



und man erhält hieraus: 



dr 

dB Q 
dr 



W-eWU-iogr) 



Eh 1 



3(l-fi ? )y r(l+%r) 
Eh* 



A. % — JLn 



3(1-10 /• 
Eh' 



fy ^^—iogr)dr 

r 

>=z ° + ^ ) y^° r(i+%r)rfr 



dC^ 3(l_ ft l)y oy J 

r/r 



<//>o 



#A J 



3(i-ft')y r 

Eh 1 



C n = 



". + %f-^ *■ 



Eh' 



u 



A 



3(1-^) /:. 



= *• + arj* r dr 



*4 3 (i-y )y 

dr Eh* » > i 



_ 3(1—^ ') 
71 1 Fhi 



Eh 1 



\7i r% t°9 r d r 



dB t _ 
dr 



3(1 -**')? , 
IKh* 



3(1-^) 



^i"^" 4 ^ Ä . 



J7i * r 
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d€ t 
dr 



AEh* * 



C i — M \ — 



3(1-^) 



4Eh s 



dD, _ _ 3(1 -p*)y , 3(1-,,«) /. " 

*T £Ä^ r ' ^ - Ni ~Ü~J y ' r dr - 

Auch lüer müssen die Constanten *„, N ft M t , N t gleich NuU 
gesetzt werden, damit £„, ?, und ihre Differentialquotienten für 
r = nicht unendlich gross seien. Und bezeichnet man analog 
mit (126) durch z v z t die Functionen: 



(128) 



r r 

U 




Ä 



^ = _ W 2 ! - r J ****** rät--; J rt dr 



~ ÄrJ 7i r%dr — rl °8 r Jyt r2dr \ 



so ergeben sich für f , ?, die Werthe: 

?,= z I +^T 1 r+Z 1 r 8 , 

so dass, abgesehen von den Ausdrücken der z , z t , auch £ , ?, 
in der allgemeinen Formel (127) enthalten sind. 

Die Ausdrücke der f sind ebenso in der Fortnel 

enthalten; und die Werthe der z findet man aus den z % wenn 
man darin die y durch die y ersetzt. 

Es sind endlich noch, vermöge der Grenzbedingungen» 
die Constanten K t L zu bestimmen. Ich werde annehmen, die* 
Platte sei mit ihrem Rande befestigt, und dergestalt einge — 
klemmt, dass ihre äussersten Elemente genöthigt werden, der ur — 
sprünglichen Ebene der Mittelfläche parallel zu bleiben. AlsdanEi 

hat man für r = Ä nicht bloss f = 0, sondern auch r- gleit 

er 
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Null; und es müssen also nicht bloss die 2, z\ sondern auch 
deren erste Differentialquotienten verschwinden. Bezeichnen wir 
wieder durch übergesetzte Horizontalstriche die Werthe der 
Functionen für r = R, so sind die Bedingungen also: 

z i +R i K i + R H4 L i =0 

P + iR" K, + (f + 2) #+' Z,= 0, 
är 

und analog für die £'; woraus sich denn die Werthe von K it L x 
in der Form: __ 

*£-('+<>« T -«§ + <* 

ergeben. 

Ganz ähnliche Werthe erhält man für die K\ L\ nur sind 
die z dann durch die z zu ersetzen; und so erhält man durch 
Einführung in & endlich den völlig bestimmten Ausdruck dieser 
Function: 

nebst einer analogen Formel für £/. 

§ 76. Biegung einer am Bande eingespannten kreisförmigen 

Platte durch ein einzelnes Gewicht. 

Im Vorigen ist die Lösung der Aufgabe auf die Berechnung 
gewisser Integrale zurückgeführt, die in den Functionen z auf- 
treten, und welche von den auf das Innere wirkenden Kräften 
abhängig sind. Ich werde nun insbesondere den Fall einer ho- 
rizontalen Platte behandeln, welche an einer einzelnen Stelle 
durch ein Gewicht belastet ist. Diese Aufgabe kann man mit 
grosser Annäherung so behandeln, als wäre an Stelle des Ge- 
wichig eine auf das Innere des betreffenden Elementes wirkende 
Kraft gegeben, deren Wirkungskreis nur auf einen sehr kleinen 
Raum beschränkt ist. Uebrigens ist der Fall, wo mehrere Ge- 
wichte an verschiedenen Punkten angebracht sind, ganz ebenso 
zu behandeln; die dann entstehenden Verschiebungen sind nichts 
anderes, als die Summe derjenigen, welche von den einzelnen 
Gewichten herrühren würden. 
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Sei also ein einziges Gewicht vorhanden; denken wir uns 
statt dessen eine sehr grosse Kraft C, welche auf ein Element 
der Platte, entsprechend dem Element dq der Mittelfläche, wirkt, 
und zwar so, dass Cdq sich einer endlichen Grenze P, dem gegebe- 
nen Gewichte, nähert; so aber dass ausserhalb dieses Elementes C 
den Werth Null besitzt. Die Kräftepaare Ä\ &' verschwinden. 

Das Element dq kann mau sich nun darstellen als ein klei- 
nes Hechteck rd& . dr, welches zwischen zwei sehr nahen concen- 
trischen Kreisen und zwei sehr nahen Radien eingeschlossen wird. 
Bemerken wir, dass iu den Functionen z überall Integrale der 
Form 



fr* • f M 



rdr 
vorkommen, und dass die y selbst von der Form 

C. F{9) d& 



f< 



sind, dass also die ersteren Integrale in der That Doppelinte- 
grale von der Form 

C'. F(d).f{r)rdrdd' 



Iß 



sind, ausgedehnt über gewisse Theile der Mittelfläche.. Da nun 
G' nur an der Stelle des Gewichts P, weiche durch die Polar- 
coordinaten r , # bezeichnet sein mag, von Null verschieden ist, 
und dort C'.rdr.dft in den endlichen Werth P übergeht, so 
sieht man, dass jenes Doppelintegral den Werth 

oder P. F{4>J f{r) 9 

annimmt, jenachdem der Punkt # , r innerhalb oder ausserhalb 
des Intervalls liegt, auf welches die Integration sich bezieht. 
Inzwischen geht die Integration nach & immer von bis 2jr, 
über den ganzen Umfang eines concentrischen Ringes ; die In- 
tegration nach r hingegen entweder von bis r oder von r bis R. 
Es ist also der Werth jenes Integrals, wenn die Grenzen nach r 
und r sind, oder P. F(& ) f(r ), jenachdem r kleiner oder 
grösser als r ; und umgekehrt verhält es sich, wenn dielntegra- 
tionsgrenzen r und R sind. 

Die Function, welche soeben allgemein durch F(d) bezeich- 
net wurde, ist nach (120) für 
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7o 


l 

• • • 

In 


Vi 


cos ifr 

■ • • 

7t 


r 


sin ift 



Tt 

und wenn man dies berücksichtigt, so ergeben die Formeln (126), 
(128) für die Functionen z folgende Ausdrucke : 

r < r : 



x 



3(1 — \?)P 

1 itEh* 

3(1 — f* f )/> 



^rr log r + -^ j cos# c 



— f4 f )_P / r^ r ,+i \ 

htEÜ \(i-l)r*+ (« + 1) r ' ; C ° S '* c 



* 2i*l£» 

r > r : 

3(1-^)/» 
*•"" 2*ifc 8 l r + r o)logr 

3(1— (i*)P /r 3 . ■ \ 



\(t — 1) r 1 (i + 1) r* / 



3 (1 — n*)P 

Z * — " 2t % Eh 5 

Die Werthe der z'< ergeben sich aus diesen, wenn man cos d , 
cos i& durch sin # , sin i# ersetzt. 

Es ist hienach leicht, die vollständigen Ausdrücke der f t zu 
entwickeln, und demnach f selbst zu finden. Mittels einiger 
Rechnung, welche ohne alle Schwierigkeiten verläuft, finden sich 
folgende Resultate: 

£ = Z + Z^ cos (0 — # ) + Z 2 cos 2(0 — # ) + . . . , 

wo für r < r : 



Z = '%-J^ ^ [[r 2 (l + log r ) - r » (1 - log r )] 

^2Ä log R + — JpJ - (** + r 2 ) log äJ 



+ 2Ä 
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3(1 — ft*)i>r , r» , R*-t* (r* , , nl \ 



+ 



3Ä» — 



2Ä» 



^ r (i' + *.**)] 



hift 



z,= 



(«•-i)r„ M ~(i+iW 



3(1— ft')y> 

2.JT.EA* L(« — 1) r *- f («+ 1) . , 

"*" 2Ä*+ l \i+ 1 Ä"" 1 i — 1 B*-'J 

(> + 2 ) it »-, r » / r H-« _ r.'. \ 1 
■*" 2Ä' +t \(«+l)Ä' (<-l) *"■/]' 



für r > r : 



*.=^^'-+^(<-°* + ^) 



- (Ä* + r ») log ä] 



8(1— (i«) PI 



T r 



«£A S 



3Ä* — 



2Ä« V 



2Ä* r \4Ä* 
„ log *)] 



+ r logÄ+r, 



.) 






* — 2m Eh* L(t — l)r M (f+l)r* 

T 2 /S«+* \(f+l)Ä' ff — i)ä*-*/J 



Entwickelungen, welche für r = r , wie es sein muss, in eine 
einzige zusammenfallen. 

Auf so verwickelte Formen führt ein Problem, dessen ana- 
loges, bei Stäben, mit Recht unter die elementarsten gezählt 
wird. Und selbst dann nur gelang es, wenn die Peripherie der 
Scheibe kreisförmig vorausgesetzt wurde. Inzwischen muss auf 
die Wichtigkeit des Problems auch für Anwendungen hingewiesen 
werden , so wie auf die Methode , mit deren Hülfe es vielleicht 
auch für andere Formen gelingt, die Lösung des Problems her- 
zustellen. 
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Die obigen Formeln vereinfachen sieb wesentlich, wenn der 
tete Punkt in den Mittelpunkt der Scheibe rückt. Denn 
nn ist r = 0, und man bedarf nur eines Systems von 
lein, da r niemals kleiner als r werden kann. Man erhält 
liesen Fall, indem alle andern Z verschwinden, und nur Z Q 
1 Werth behält: 

daraus für r = die Senkung, welche die belastete Stelle 

irt: 

3(1— n*)PR* 

5 4n Eh* ' 

ortional der Belastung, proportional der Fläche der Scheibe, 
umgekehrt proportional dem Cubus ihrer Dicke. 



§ 77. Bewegungen« 

Mit Hülfe des d'Alembertschen Princips kann man aus den 
aufgestellten allgemeinen Gleichgewichtsbedingungen sofort 
Bewegungen der Scheibe die entsprechenden Gleichungen 
jllen. Hiezu ist weiter nichts erforderlich, als dass man zu 
Kräften, welche auf das Innere wirken, diejenigen hinzufügt, 
le geeignet wären, die eintretenden Beschleunigungen aufzu- 

i. 

Sind also x, y, z die Coordinaten des Elements da db dz, 
ist ferner G das Gewicht die Volumeneinheit, so hat man in 
l solchen Element die Kräfte 

G ** A AUA G ^ I AUA G d * Z ' A AUA 

^r da db dz, — —? da db dz, —=- da db dz 

g d? g dP g dt % 

zufügen. Au Stelle der in die Gleichungen (92) eingehenden 
ien 

A = JA dz, & = JBdz, C = IC dz 

J" '= JAzdz, B"= JBzdz, & = fCzdz 
aan also jetzt folgende treten zu lassen: 
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M 

in 

k 



fl< 






*-m~- r -if%*" "-i^ 

die Integrale immer über die ganze Dicke der Platte ausgedehnt, 

d. h. von z = bis z = + — . Nun hat das betrachtete |^ 

Element, wenn £, r\, f die Coordinaten des ihm entsprechenden 
Punkts der Mittelfläche nach der Verschiebung bedeuten, nach (56) 
(x = y = gesetzt und mit Vernachlässigung von Grössen höhe- 
rer Ordnung) die Coordinaten: 

x = £ + uz 

y' = ij + ßz 

* — t + 7*- 
Es nehmen also sofort die oben aufgestellten sechs Aus- 
drücke folgende Werthe an: 

, _ Gh z% w Gh ^ ^ Gh n 

9 d?' ~g dl* 9 g dt* 

und indem man diese Ausdrücke an Stelle von jf t B* etc. in die 
Gleichungen (92) einführt, erhält man die allgemeinsten Bewe- 
gungsgleichungen der Platte. 

Ich werde im Folgenden nur die kleinen Bewegungen ge- 
nauer betrachten, welche eine Platte, bei kleinen Ausweichungen 
aus ihrer Gleichgewichtslage , senkrecht gegen ihre Ebene aus- 
führt. Dabei kann man voraussetzen , dass auf das Innere der 
Platte keine zur Platte senkrechten Kräfte wirken. Denn nach 
den Betrachtungen des §.14 sind die Schwingungen eines Kör- 
pers um irgend welche Gleichgewichtslage, die derselbe in Folge 
äusserer Kräfte angenommen, genau dieselben wie die Schwin- 
gungen um seine natürliche Gleichgewichtslage. Hiebei ist nur 
vorausgesetzt, dass die Bewegungsgleichungen, sowie die ent- 
sprechenden des Gleichgewichts für die kleinen Verschiebungen 
linear seien. Dies trifft nun für die Gleichungen (105) zu, von de- 
nen die Schwingungen und Verschiebungen der Platte in ihrer 
eigenen Ebene abhängen; ebenso auch noch für die Gleichungen 
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(106), von denen die zur Platte senkrechten Schwingungen ab- 
hängen, wenn man dabei allein die Grösse £ ins Auge fasst. 
Aber nicht mehr gleichgültig werden für die letztern Bewegun- 
gen die Verschiebungen, welche die Platte in ihrer Ebene an- 
nimmt; da diese Verschiebungen in den Gleichungen der trans- 
versalen Schwingungen selbst als Coefficienten auftreten. Die 
Schwingungen ändern sich also, welche bei Verschiebungen in 
Richtung der Platte andere werden ; sie ändern sich z. B. wenn 
der ganzen Platte eine gewisse Spannung mitgelheilt wird , wie 
dies in der Gleichung (107) angenommen wurde. 

Und indem ich diese Transversalbewegungen allein im Auge 
behalte, werde ich zwei Fälle insbesondere behandeln. Der eine 
derselben ist derjenige, wo die Platte ganz frei sich selbst über- 
lassen ist; ein Fall, welcher sowohl in seiner physicalischen Ge- 
staltung als in seiner mathematischen Behandlung seit langer Zeit 
die Aufmerksamkeit auf sich gezogen hat. Denn indem sich in 
einer solchen Platte, bei vollkommen rein angegebenen Tönen, 
gewisse Linien , Knotenlinien , bilden , welche an der Bewegung 
flicht theilnehmen, in ähnlicher Weise wie die Knotenpunkte ei- 
ne r schwingenden Saite , so entsteht der bekannte physicalische 
Ersuch , nach welchem aufgestreuter Sand , in diesen Knoten- 
flnien sich anhäufend, eigenthümliche Curven, Klangfiguren, bil- 
" e t. Allerdings ist es nur bei kreisförmigen Scheiben , durch 
**U*chhoff, bisher gelungen, diese Linien zu bestimmen; welcher 
***U denn auch unten allein ausgeführt werden soll. 

Der zweite Fall, welchen man gewöhnlich aus der Theorie 
** e r biegsamen Körper ableitet, ist der einer stark gespannten 
^mbrane, welche, mit ihrem Rande befestigt, unter dem Ein- 
™Uas der Elasticität und der ihr mitgetheilten Spannung kleine 
^hwingungen ausführt. Auch hier werde ich die Begrenzung 
***eisförmig annehmen. Man erhält durch diese Betrachtung 
Resultate, welche von den in der Theorie der biegsamen Kör- 
Pfcr entwickelten in derselben Art abweichen, wie oben bei 
schwingenden Saiten eine Abweichung von der einfachen Tonfolge 
a Hgezeigt wurde. 
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§. 78. Klangfiguren einer kreisförmigen freien Platte, 

Die Theorie der Klangfiguren einer dünnen kreisförmigen 
Scheibe knüpft sich aufs leichteste an die Betrachtungen des 
§75 an, und zwar an die Gleichung (120), welche die allgemeine 
Bedingungsgleichung für transversale Verschiebungen bereits in 
Polarcoordinaten ausgedrückt zeigt. 

Kehren wir für den Augenblick zu den Gleichungen (106), 
(107) zurück. Bei eintretenden Bewegungen hat man in densel- 
ben statt (f, Ä\ B" zu setzen: 

g dt*' 12g dt' 12g dt*' 

und da nach den §§ 72, 73 bei kleinen Verschiebungen 

9t 

so gehen diese Ausdrücke über in: 

g dl % ' 12g dadC 9 Vlgdbdf 

Die beiden Combinationen dieser Grössen, welche in den 
Gleichungen (106), (107) allein vorkommen, werden demnach: 

., a/ dB" _ qh ? t _ ä« /a«? «\| 

"*" da "*" db g dt % r 12 W + WjV 

A>,osp+BM P ---{-y 

Im vorliegenden Falle sollen nun äussere Kräfte weder auf 
das Innere noch auf den Rand der Scheibe wirken; auch eine 
Spannung soll der Scheibe nicht mitgetheilt sein, so dass Ver- 
schiebungen £, rj nicht existiren. Demnach gehen die Gleichun- 
gen (106), (107) im gegenwärtigen Falle in folgende über: 

W , d*t yg_ 12(1— foe yr vm . ff V 

da* "*" daW + db* ~ Eh % g dl* 1/ 12 W + M* 

welche in allen Punkten der Scheibe zu erfüllen ist, nebst den 
Grenzbedingungen : 



(1 ~ri (w* in p + w cos p+2 d^b sin p cosp ) 



+ 



(vi , rt\ 



(1 ~ d % i Vä* - g?J s,npcosp + ^ä6 (cos * ~ s,n ^ i 

d_ m . Wv _ _ (i — ***)£ £ /m 

"*" 8» W "*" db % ) ~ Eg dn \2*V* 

In diesen Gleichungen könnte man überall die mit h 2 mul- 
üplicirten Terme vernachlässigen, wenn dieselben nicht gerade 
<h'e höchsten Differentiaiquotienten enthielten. Da es geschehen 
kann und wirklich eintritt, dass unter Umständen jene Differen- 
tiationen sehr grosse Factoren mit sich führen, so ist es, um 
d*e Anwendbarkeit der Resultate nicht zu beschränken , notwen- 
dig, diese Terme beizubehalten. 

Im Fall der kreisförmigen Scheibe sind nun Polarcoordina- 
te n r, «fr einzuführen; die Grenzbedingungen sind zu erfüllen für 
** ^^Ä; die Elemente dr, ds von Normale und Bogen der Rand- 
c Urve gehen in dr und Rdd über. 

Es ist sehr leicht, auch alles Uebrige in die Form überzu- 
führen, in welcher nach den Polarcoordinaten differenzirl wird. 
s chon in § 75 (119 a ) fand sich: 

a^#t_a^i dt ± w. 

da 1 + db* dr 2 + r dr + r 2 d^ 
u *Hl da ferner, nach p. 309, (108) ganz allgemein 

da. dr rdir dr du ob 

dSl dSl . Ä öSl ^ dSl dSl . ^ . dSl 

^o hat man : 



oder da der letzte Factor, der gleich — ist, verschwindet; 



0#. 

8r 
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5 =§«"*» + 2 £L sin » -• + S «»«*• 



0r 
Ebenso wird 



?a£6 



dV 



Nimmt man noch die Gleichungen p. 320 hinzu, so sind 
sämmtliche in obigen Gleichungen auftretenden Combinationen 
bereits ausgedrückt, und durch Einführung derselben gehen jene 
in die Form über: 



(129). 



in jedem Punkte: 

dr A + r* dr* i* dr* * r> dr 

+ a^ V r» ar* r 8 ^r " 1 ~ r 4 / r 4 atf 4 

« 4 a/ 8 r 12 W + rar f r ! aW> ' 



am Rande: 



a 2 ? 
ar 2 



+ 



(l d l . I d 2L\ — o 

^Vr ar + r 8 a#7 _ 



_a /a 2 ? i dj\ _a^ /s 
ar w + r arj a^ 2 \ 



a 2 /2— fidt 3— f* 



ar 



Ä 2 



a 8 ? 



f 



) 



12a 4 af 2 ar 



wobei der Kürze wegen 



a 



Egh 2 



gesetzt worden ist. 

Untersuchen wir nun die verschiedenen Arten von Schein* 
gungen, welche in der Platte auftreten können. Nach den all- 
gemeinen Principien, welche in § 19 dargestellt sind, kann man 
jeden einzelnen Ton , welcher in der Platte auftritt, in der Weise 
ausdrücken, dass man f gleich einer Function der Coordinaten 
setzt, multiplicirt mit cos nt oder sin Kl; die Grösse x hängt 
dann von einer transscendenten Gleichung ab, deren Wurzeln die 
verschiedenen dem Körper entsprechenden Töne angeben. I°" 
dess zeigt schon eine oberflächliche Betrachtung der Gleichungen 
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(129), dass man jene Function der Coordinaten in der Weise 

nach Sinus und Cosinus der Vielfachen von # geordnet darstellen 

kann, dass jeder CoefficieuUder Entwicklung, nur von r abhängig, 

sich unabhängig von allen andern bestimmt. Mit andern Worten, 

man kann die Function £ in der Form darstellen: 

f = 2 £ [A mn cos mfr cos x mn t + JB mn sin m& cos x TOn t 
+ C mn cosmd' sinx TOn f + V mn smm& sinx mn /], 

wo m alle ganze Zahlen von bis oo bedeuten kann , und wo 
lie Grössen x mn die Wurzeln der schon erwähnten, weiterhin auf- 
ustellenden transscendenten Gleichung sind. Die A, B, C, D sind 
ur Functionen von r; auch sieht man sofort, dass sowohl die 
Ugemeine Gleichung, wie die Bandgleichungen (129) für alle 
iese Functionen bei gleichem Indexpaar dieselbe Form annehmen, 
lan kann daraus schliessen , dass A mn , B mn , C mn , D mn sämmtlich 
leich derselben Function von r sind, nur multiplicirt mit ver- 
miedenen willkürlichen Constanten, oder dass 

130) i ^ = ZZ Rmn '•""• cosmd ' C0S3t ™' + ß™ sin nid' cosx mn t 
1 + r«,«cosm# sinnet + <J nm sinm# sinx mn t], 

° R mn eine Function von r bezeichnet, die a, ß, y, ö aber 
Hlkürliche Constanten sind. 

Für R mn erhält man nun zunächst aus der ersten Gleichung 
29) die allgemeine Gleichung: 



[<?R mn . 2d*R mn l + 2m i d i R mn , i+2m 2 dR mn 



»1) 



2 I 



dr x r dr 3 r* dr* r s dr 

1 ~A H ™ 

— ß 4 l^mn u y ^ -T rdr r 2 )\ 

ls den andern Gleichungen (129) aber die Grenzbedingungen 
* r = R: 

(d>R„. 



32) 



dr % 



/ 1 d R mn m 2 \ 



d ( <PR mn 1 dR tun \ (2—fi dR mn 3- (i \ 

dr \ dr" "*" r dr ) \ r* dr r 3 mn ) 



h 9 ** dR 



mn ""«in 



12 a* dr 
Cleb*ch, Theorie elast. Körper. 22 
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Der ersten Gleichung gemäss findet man leicht Ausdrücke für 
R mn , wenn man dieselben sich nach aufsteigenden Potenzen von r 
entwickelt denkt, von einer beliebigen beginnend; also wenn 
man versuchsweise setzt: 

Dass in dieser Reihe nur von zwei zu zwei fortschreitende 
Potenzen von r angesetzt sind, wird durch den Erfolg gerecht- 1 E.r 
fertigt. Denn führt man diese Reihe in die Gleichung (131) ein» W~ ! 
und setzt sodann die Coefficienten gleich hoher Potenzen von r j'-^ 
auf beiden Seiten einander gleich, so erhält man die folgende 
Reihe von Gleichungen: 



"■tt** 1 



ItiU 



V 



bu'V 



i 



(i — m •) Qt — 2 :* — m*] r = 

[.) + 2)'-m'] (<■—.«)**= - *-^A* (*_**) c 

[„■+6)«-<j n,-+4)*-m>]r 3 =-*^ [( t+ 4)«_m^ + ^ c 
[,,-+S)'-m«] [y+ß,._ OT «> 4== _ ^ [(»•+0) l -i» 8 > 3 + ^ c r 



Die erste von diesen Gleichungen giebt diejenigen Werthc von 
? an, welche für die Reihenentwicklung zulässig sind. Es sind 
deren vier: 

i z-= m, — m, m + 2, — m + 2; 

doch bemerke ich, dass es nur nöthig ist, die Werthe i=w, 
i = — m zu betrachten, indem die Anwendung der andern 
Werthe nur auf Reihenentwicklungen fuhren, welche durch blosse 
Kombination der aus den erstem Werthen entspringenden abzu- 
leiten sind. 

Die Werthe i = m, i= — m haben nämlich die bemerkens- 
werte Eigenschaft, dass für sie nicht blos die erste, sondern 
auch die zweite der vorliegenden Gleichungen identisch erfüllt 
ist. Demnach bleibt nicht blos die Constante c, sondern auch 
r, willkürlich, wahrend die übrigen Constanten successive durch 
diese sich ausdrücken lassen. Man erhält also auf diese Weise 
sowohl für i = m, als für i = — m Integrale mit zwei Willkür- 



liehen Constanten, und demnach durch ihre Combination die all- 
gemeinste Lösung, deren die Gleichung (131) fähig ist. 

Aber auch der Werth i = — m ist nicht zu untersuchen. 
Denn für i = — m enthält die Reihe negative Potenzen und ist 
also nicht anwendbar, wo, wie hier, der betrachtete Körper den 
Punkt r = enthält. 

Eine besondre Bemerkung erheischen die Fälle m = 0, 
«i=l, wo von den vier Werthen m, — m, m + 2, — ro-f-2 zwei 
einander gleich werden. In solchem Fall nämlich stellen aller- 
dings die auf dem eingeschlagenen Wege erhaltenen Integrale, 
deren einige zusammenfallen, nicht mehr alle Integrale der be- 
trachteten Differentialgleichung dar. Aber die Integrale, weiche 
ttian weiter gewinnen kann, enthalten log r, was für r = 
unendlich wird, und sind deswegen ebenfalls hier nicht brauchbar. 

Setzt man nun in die obigen Gleichungen den Werth i = m 
ein, so gehen dieselben in folgendes System zur Bestimmung der 
c über: 

= 16.1.2( W +t)( m+2 ) c, + l -^+*h™ ht Cl -*™c 
0=16.2.3(« + 2)(*,+3) , 3 + 2 ( W + 2 J;^ es _ ^ 
0= 16.3.4(m+3)(m+4) c< + ?("+^-^ r, - ?~ ,,. 



Alle diese Gleichungen reduciren sich, wenn man 

p i c 

Ci — K2.. i(m +1) (ro+2)..(m+~t) 

setzt, auf die eine Gleichung, welche zur Bestimmung von p dient: 
und da diese quadratische Gleichung 

P ~ 90 « 4 ~ V 16 ö 4 ^ \06 «V ' 

also zwei Werthe für p ergiebt, so kann man c { aus zwei Glie- 
dern der angenommenen Form zusammensetzen , in deren jedem 

22* 
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für p eine Wurzel dieser Gleichung gesetzt ist. Oder man hat, 
wenn 

' t ht\ 2 



'mm 



mn 



— 90 a 4 "*" ^ 16a 4 "*" \ 90a* / 



gesetzt wird, so dass ? Mn stets eine positive Zahl, p mn stets eine ne- 
gative bedeutet, für c ( den allgemeinsten Ausdruck mit zwei 
willkürlichen Constanten A, B: 

t i i \ % -^mn Pmn "T* **mn Vtwa 

*~ [ } ' 1.2...t(m+l)(fii+2)... (m+t)' 

Und es ist demnach der allgemeinste hier anwendbare Werlh 
von R mn : 

(133) R mn = Ann <P,n (' Vl^n) + ^m» 9« 0" J^J» 

wobei g> m (x) die Reihe bezeichnet: 

(134)»,(«) = «-(l ~ f(^T)+ i . 2(w +i 4 ) (w+2 ) -•-)• 

Dieser Ausdruck ist nun in die Bedingungsgleichungen (132) 
einzufuhren. Die erste derselben gilt dann, wenn die obern 
Striche Dift'erenüalquotienten bedeuten : 

und man kann daher setzen: 

B mn =- Pm „<p:W^) - ^= ! 9 m 'Wp„).+ "^ <P m (B^Ü- 

Bildet man endlich die zweite jener Bedingungsgleichungen, 
und ersetzt die A, B darin durch die oben gefundenen Wertbe, 
so erhält man die Gleichung: 
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/pT. <P m "X*t VpJ + ?~ <(*?pJ> 



in 

i 



<p m " (RrtD + ^ i> m '(*rtD- $ 9 m WJD] 

1er ausser der inp^, £„,„ enthaltenen Grösse x ron nichts mehr 
nt ist. Dies also ist die transcendente Gleichung für x mA , 
Wurzeln die verschiedenen möglichen Einzelschwingungen 

• 

bemerke, dass nur scheinbar in dieser Gleichung Quadrat- 

aus Pmn* ?m« vorkommen. In der That übersieht man 

dass der Natur der Function q> m gemäss die ganze 

ig durch \/p mn - j/q mn theilbar ist, und dass der Rest, 
entliche Theil der Gleichung, dann p mn , q mn nur in ratio- 
rm enthält. Noch mehr, die in p mn , q mn selbst auftre- 
uadratwurzel kommt nur als gemeinschaftlicher Factor 
nn da offenbar die Gleichung identisch erfüllt ist, wenn 
gesetzt wird, so muss die entwickelte Form derselben 
d. h. eben jene Quadratwurzel als Factor enthalten. 
>rige muss dann von jener Wurzel befreit sein; denn 
e Theil der Gleichung ändert sein Zeichen, wenn man 
y mn vertauscht, d.h. das Zeichen der Quadratwurzel wechselt, 
dasselbe mit dem ausgeschiedenen Factor geschieht, so 
r Rest bei dieser Vertauschung ungeändert bleiben, d. h. 
5 rational sein. Die ausgerechnete Form der obigen 
g enthält also nur, in rationaler Form, gerade Potenzen 
. Dass die so gebildete Gleichung nur reelle und positive 
, also auch nur reelle Werthe der % mn selbst ergiebt, wird 
nten bewiesen werden. 
11 n man säinmlliche Wurzeln dieser transscendenten Glei- 



mn 

mn * 
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(innig kennt, so sind auch die Functionen R vollständig gegeben, 
und demnach £ bis auf die willkürlichen Constanten a, ß, y, $ 
bestimmt. Diese letztern finden ihre Bestimmung durch den An- 
fangszustand, wovon weiter unten die Rede sein wird; der ganze 
Charakter des Problems aber wird durch die ihnen jedesmal zu- 
kommenden Werthe nicht modificirt. 

Kehren wir zu den Einzelschwingungen zurück. In der 

transscendenten Gleichung konnte man -~- als die Unbekannten 

betrachten. Sei r m| 2 , r,,,, 2 ... die Reihe der Werthe, welche diese 
Grösse in Folge dessen annimmt. Die Zahlen r hängen nur noch 
von h und R, also von den Dimensionen der Platte ab, und von 
der Elasticitätsconstanteu p. Für kleinere Wurzeln kann man 
selbst die mit h* mulliplicirteu Glieder vernachlässigen; die Grössen 
r werden dann mit R* umgekehrt proportional. Dies ist die 
Form, in welcher Kirchhoff jene Gleichung aufgestellt hat; doch 
können für sehr grosse Wurzeln die mit h* multiplicirlen Glieder, 
die zugleich auch immer mit t 2 multiplicirt sind, einen wesent- 
lichen Eintluss gewinnen. 

Die Schwiugungszahlen der Töne, welche die Scheibe anzu- 
geben im Stande ist, sind die verschiedenen Werthe der Zahl 

oder es sind die Grössen 



in 



«**«.! tl m * t 



27t 2n 

Die Verhältnisse dieser Schwingungszahlen hängen dem obigen 
nach ausser von m nur von der Zahl fi und den Dimensionen ab, ja 
für die tieferen Töne fast nur von fi; und so zeigt also jede Platte 
bei welcher diese Constante den nämlichen Werth bewahrt, nahe- 
zu dieselbe Tonreihe niit verschiedener Höhe des Grundtons. 
Dieser selbst aber ist gegeben durch die Schwingungszahl 



a 2 r«.. r M . h j/ ' Eg 



m{ "m| 



2tt 2tc * j/l2(l— y*)G 

eine Zahl, welche der Dicke der Scheibe und der Quadratwur- 
zel des Elasticitätsmoduls direkt proportional ist, so dass mit 
beiden die Höhe des Grundtons zunimmt; aber mit dem Quadrat 
des Radius (wegen r ml ) umgekehrt proportional, und ebenso mit 
der Quadratwurzel des speeifischen Gewichts, so dass bei grösserm 
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Durchmesser und grösserm specifischen Gewicht tiefere Töne 

erscheinen. 

Aber es ist keine einfache Tonreihe, weiche auf diese 
Weise in der Scheibe hervorgebracht werden kann, sondern es 
giebt deren unendlich viele , entsprechend den verschiedenen 
Werthen der Zahl m, welche man in die transscendente Gleichung 
einführen kann. Diese verschiedenen Tonreihen unterscheiden 
sich von einander in ganz ähnlicher Weise wie die verschiedenen 
Töne einer Saite, durch die verschiedene Lage der Punkte in 
der Scheibe, welche für einen bestimmten Ton an der Bewegung 
nicht Theil nehmen, die Knotenlinien des Tons. Die Einzelbe- 
^wegungen wurden dargestellt durch eine Gleichung von der Form : 

£ =s C R mn . cos m& . cos x n /. 
Sucht man also diejenigen Punkte, welche bei der diesem 
Tone entsprechenden Bewegung in Ruhe bleiben, so hat man nur: 

R mn . cosm# = 

zu setzen. Es ist also entweder 

cosmd- = 0, oder R mn = o. 

Die erste Gleichung führt auf gewisse Werthe von #, welche 

durch die Reihe 

Tt 37r bn (2m — \)n 

2m 9 2ni' 2m 2m 

gegeben sind; also auf m verschiedene Radien, welche gleiche 
Winkel gegen einander bilden. So theilt sich also für diese Be- 
wegungen die Scheibe fächerartig in m Theile, deren jeder für 
sich schwingt. Und diese Knotenlinien sind allen Wurzeln der 
entsprechenden transscendenten Gleichung gemeinsam; sie bilden 
das unterscheidende Merkmal für jede der unendlich vielen Ton- 
reihen, von welchen oben die Rede war. Auch ändert sich dies 
Resultat nicht, wenn man in dem Ausdruck der Einzelschwingung 
sin m# statt cos md- einführt. 

Ausser diesen, den sämmtlichen Tönen einer Reihe gemein- 
samen Knotenlinien existirt nun noch eine zweite Art, welche für 
jeden Ton jeder Reihe eine andere ist. Dies sind concentrische 
Kreise, deren Radien aus der Gleichung 

zu berechnen sind; und welche also sowohl von m als von der 
speciellen Wurzel x mn der transscendenten Gleichung abhängen. 
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§ 79. Schwingungen einer 

Membrane 



en gespannten 



Die Schwingungen einer gespannten Membrane unterscheiden 
sich von den soeben betrachteten zunächst dadurch , dass in der 
allgemeinen Beweguugsgleichung, welche aus der Gleichgewichts- 
gleichung (107) abgeleitet wurde, auch diejenigen Terrae beizu- 
behalten sind, welche von der Spannung abhängen, [st diese T, 
so war in der Gleichung (107), p. 308 der Term 



12(1— ^jJ /?£ 



Eh 1 
einzurühren. Setzt man also 






+ 






) 



(135) 



b* = 



Eh* 



12(1— p 1 ) T* 
und erwägt, dass nach Einfuhrung der Polarcoordinaten: 

da 1 db l • dr % + ~r dr + r» ab- 
gefunden wurde (p. 335), so tritt an Stelle der Gleichung (10*7) 
hier die folgende: 



\dr x 



(136) 



,2« 
+ r dr 3 



r 2 dr* + r 3 dr) 



+ 00« Lr* a"r* r 3 ar + r 4 J "*" r 4 ä# 4 

6 2 \dr* + r ar + r 2 ad 3 / 

_ _ I T^ — - — ^ 4- 1^4- I d JJl\\ 
~ a 4 La/ 2 12 dt 2 W f rar f r 1 d&JS 

Aber auch die Greuzbedingungen ändern sich gleichzeitig. 
Denn der Hand der Platte ist jetzt nicht mehr frei, sondern den- 
jenigen Kräften ausgesetzt, welche zur Befestigung nothwendig 
sind; nicht Drehungsmomenten, da wir nicht eine unveränder- 
liche Richtung der letzten Elemente der Mittelfläche annehmen, 
wohl aber Zugkräften senkrecht zur Mittelfläche. Von den in p. 307, 
(106) aufgestellten Grenzbedingungen giebt daher die letzte nur 
diese Kräfte an, und ist ferner nicht zu berücksichtigen. Die 
erste hingegen giebt, da U", V" verschwinden müssen, eine Be- 



dingung, dieselbe, welche schon in p. 336 traiisforniirt wurde, und 
dort die Form annahm (129) : 

(137 > d? + * \- r Fr + ■? m = °- 

Zu dieser tritt dann als zweite Bedingung diejenige ein, 
welche das Festhalten des Randes ausdrückt, dass nämlich am 
Rfcnde überall 

(138) t = 0. 

Betrachtet man nun die Gleichungen (136) — (138) genauer, 
so ergiebt sich ohne Weiteres, dass auch hier der Gesammtzu- 
stand der schwingenden Membrane, wie im vorigen § der Zu- 
stand der Platte, durch den Ausdruck 

f = 22 R mn (a mn cosm#cosJc mn t + ß mn sinm# cos* mn t 
+ 7mm cosmOsinx^/ + S mn sinm# sinx mn *) 
.dargestellt wird, wo die cc, ß, y, d wieder Constante sind, die 
Function R mn aber eine veränderte Bedeutung annimmt. In der 
Thal ergeben sich durch Einführung dieses Ausdrucks für R mn ver- 
trägliche und genügende Gleichungen; man erhält aus (136) die 
fä r jeden Werth von r zu erfüllende Gleichung: 



frf 4 /? 



fl»9), 



mn 



dr* 



, 2 d»Ä w , 

"*" r dt* 



l+2m t d*R 



mn 



r 



dr 



+ 



l+2m 2 dli 



mn 



dr 



m'— 4m' _ 1_ / d'R^ 1 dR^ _ m» \ 

T r 4 Ä «» b t \ dr t T r dr ~i *»»• ) 



- !=l r » _ h i( a 



dr* r dr 



- *?*)]■ 



au * (137), (138) aber die Bedingungen 

(.*«) . . . *£- + , (i « 

de *ien für r == Ä zu genügen ist. 



"mn 



m 2 \ 



Denken wir uns R mn , um die Gleichung (139) zu befriedi- 
£^*i, wieder nach aufsteigenden Potenzen von r entwickelt, also 
ll * der Form 



Rmn = er* + c t r«+* + c 2 r 



Führt man dies in (139) ein, und setzt auf beiden Seiten 
^r Gleichung die Coefficienten gleich hoher Potenzen von r ein- 
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ander gleich, so erhält man zur Bestimmung der c folgern 
System : 

= '/— m') [(i— 2)'— »*] c 

=[(.+2)'-m'] (<■-»•) c t -('*-<■ (j£ - p) « 



(141) 



=['»+«/-<IE , + 4)'-««> J -[(,+ l)'-«*](^- i)c t -- 



Diese Gleichungen haben ganz genau die Form derjenige! 
welche im vorigen § betrachtet wurden. Man findet also, gar 
wie dort, wenn wieder cp m die bei jener Untersuchung eingeführt 
Reihe bedeutet: 

wo: 

Pm " — 96« 4 8.6* r 16 a* + \96a 4 86V 

. äVc^» _ j_ 7 /^~7^ m y IV 

7mw 9(3 a 4 86* "*" ^ 10 a 4 "*" \ 96a 1 86V. 

Nachdem so die allgemeine Form vou B mn gefunden worde 
macht die Erfüllung der Grenzbedingungen keine Schwierigke 
Die zweite Gleichung (140) giebt: 

und man kann also setzen: 

A mn = <p m (R j/q mn ) , B mn = — (p m (Bj/p mn ) , 
w odurch B mn die definitive Form : 

(142) . B mn = 9> m (Ä/^)9' ro (-r/^ l )-9> ro (- */p3<p m (t/u 
annimmt. Die erste Gleichung (140) aber giebt dann sofort: 

-*.WaJ | gjp + ^ — gjj — 1=' 

die transscendente Gleichung, deren Wurzeln, die ihr entspr 
chenden Grössen x n , die der Membrane zukommenden Einzc 
Schwingungen angeben. 
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Abgesehen von der veränderten Form von R mH und der trans- 
zendenten Gleichung ist offenbar der Charakter des Problems 
hier völlig derselbe wie in dem vorhin behandelten Fall der freien 
Platte; es ist daher auch nicht nötliig, das bezüglich der Ton- 
reihen und Knotenlinien Gesagte hier zu wiederholen. 

Die Einführung des Anfangszustandes geschieht ebenfalls bei 
beiden Problemen auf ganz dieselbe Weise. Ehe ich indess auf 
diesen Punkt eingehe, ist es nöthig, eine die Functionen R betreffen- 
den Integralformel zu bilden. Und zwar ergiebt sich diese als 
specieller Fall einer allgemeinen Formel, welche zugleich den 
allgemeinen Beweis für die Realität der Grössen x n enthält; wie 
man im folgenden § sehen wird. 



§ 80. Beweis der Periodioität der Bewegungen. Bestimmtheit 

der Gleichgewiohtsprobleme. 

Zum Schluss dieser Untersuchungen ist noch der Beweis zu 
Möhren, dass die hier vorkommenden trausscendenten Gleichun- 
#en wirklich nur reelle positive Wurzeln besitzen. 

Ich knüpfe diesen Beweis an die allgemeinere Gleichung 
Ö36), da, um aus dieser die Gleichung für die freie Platte zu 
er halten, nur b unendlich zu setzen ist. Und um den Beweis 
s °fort in ganzer Allgemeinheit zu führen, werde ich auf die 
ur sprüngliche Form zurückgehen, welche jene Gleichung für 
rechtwinklige Coordinaten annimmt, die Forin: 

W + dy'dx* ■*" dy 4 ) b* W + dy 2 ) 



— _ I IV _ A 2 (w + d JiX\ 

a* L 12 W "*" dy 2 )]' 



dy> 

Dabei sind die früher durch a, b bezeichneten Goordinaten hier 
durch x f y bezeichnet, da inzwischen die Buchstaben a, b ander- 
weitige Verwendung fanden. 
Seien nun 

f = u cosxl, f = v coslt 

die Ausdrücke für irgend zwei Einzelschwingungen. Alsdann ge- 
nügen, wenn man diese Ausdrücke , in denen u, v nur noch von 
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den Coordiuaten abhängen, in die obige Gleichung einführt, die 
Functionen «» v den folgenden beiden Gleichungen: 

+ 2 dx'cy* + dy*) Ä* W + df) 



/a 4 « 
Vax 4 



(144) 



Vax 4 + 



av 



* T a.^ I j« V 



?x* 



a^»\ 
a*v 



av 

dx*dy* ' dy*J ft* V?«* " dy* 

i* r a 1 /a*» , a*»M 



Der ganze in Rede stehende Beweis beruht nun auf der Be- 
trachtung des Integrals: 



Vv 



+ 



&u av 



+ 



JJr & \dx* dx 2 + dxdy dxdy ' dy* dt/* 

** W ^V W + dy 1 ) + 6* Ux är + dy <7y/> 

welches über die ganze Mittelfläche ausgedehnt werden soll. Di 
ses Integral ist symmetrisch für u und v, und kann durch the 
weise Integration auf doppelte Weise behandelt werden; einmr 
indem man immer die DuTerentialquotienten von v theilweise i 
tegrirt, das andere Mal, indem man ebenso mit den Differenti 
quotienten von u verfährt. 

Wenn wir irgend ein Integral der Form 



m 



. U , _ dB'\ 



welches über die Fläche ausgedehnt wird, theilweise integrir - 
so dass die theilweise Integration bei dem ersten Theil des Im 
grals längs eines Flächenstreifens von der Breite dy ausgefiil 
wird, dessen Endpunkte untere Indices 0, 1 andeuten, die Im 
gration des zweiten Theils längs eines Flächenstreifens von d 
Breite dx , dessen Endpunkte obere Indices 0, 1 andeuten , so £ 
halten wir: 

A M + B ~af ) dx dy = ß {A Ä) ~ {Ä ^ dy 



M 

+ J{{BBy-{BB'f] dx - j'f( 



Ä Yx+ B Ty) dydX - 
Es ist schon wiederholt gezeigt, wie die Integrationen na< 
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dy, dx in den beiden ersten Integralen rechts sich auf eine Inte- 
gration über den ganzen Umfang zurückführen lasseu; so dass, 
veno ds das Element der Peripherie, p den Winkel der nach 
aussen gerichteten Normale gegen. die ZAxe bezeichnet: 

f[[Ajf) t — {AA f ) ] dy = IAA* cosp ds 

f[(BB'y — [BB'f] dx = I BB' sinp ds. 
Und demnach erhält man die folgende identische Gleichung: 

i i\ A ^p + B ib) dxdy ~ h AA: cosp + bb siu ^ ds 

Wenden wir diesen Satz auf die einzelnen Glieder des Inte- 
grals / in der Weise an, dass an Stelle von A, B immer die 

Differentialquotienten von u, an Stelle von ---, — aber die Dif- 

dx dy 

ferentialquotienten von v treten, so ergiebt sich, alles zusammen 

genommen, für / folgender transformirte Ausdruck: 



, (du ,P«.\ hl 



+ *\d* + Wj\te cosp + dy smp ) 

+£(?£ cosp+d i siap )\ ds 

"~~J J \dx W 8 + dxdyV + dy W0y + dy s )\ 

+ »(&? + d?)f dxdy - 

Behandelt man nun mittels der angeführten allgemeinen 
ror toiel den in eckige Klammern geschlossenen Theil des letzten 
* n ^gVals nochmals, indem man 

A'=&= A = —4--* u X— d * u d * u 

V ' dx 3± dxdy 2 ' ~ dxdy 2 + dy* 

setzt, so geht derselbe über in: 



. » 
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f Uc*u , d'u \ ( c*u d t u\ . , . 

/'/• /*'« , „ d'u , d'u\ . J 



lind so hat man die Formel: 



= J 5 (1 - W Uä? C ° SP + teTy %mp ) £ 

+ ta* cos * + w smp ) *J 

+ ** W* + *?J U C ° SP + dy S,ap ) 
, t> (cu du . \ 

+ i? U C ° SP + dy Smp ) 

[(d'u d'u \ ( d'u , 8Si\ . II 



+ JJ v Vw + 2 *?S? + *i ~ ¥ \Ä? + w)l*" 

Man kann diese Ausdrucke vereinfachen, indem man 
Differentialquotienten nach der Normale und nach dem Bogen • 
Randcurve einführt. Wenn man von einem Punkt der Randcu 
zu einem benachbarten ausserhalb derselben vorwärts geht, 
dem man um dn in Richtung der Normale und sodann um 
in Richtung des Bogens vorwärts geht, so hangen offenbar 
Veränderungen der Coordinaten x, y mit dn, ds durch die F 
mein zusammen 

dx ==. dn cosp — ds slnp 
dy = dn sin/? + ds cosp, 

und daher, wenn & eine beliebige Function ist: 

dSl c£l dx , dSl cy d& , dSl . 

cn dx cn dy dn dx cy 

dSl du dx , dSl dy dSl . , dSl 

Ts = dx ds~ + dj ds = -dx-™ P + dj C0SP > 

also auch: 

dSl d& . dSl 

dn ™ P ~Ts ™ P = dx 

d£l . , d& dSl 

— smp + — cosp = — • 
dn ds dy 
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r enden wir dies auf den ersten in eckige Klammern ge- 
rn -i r • a . dv dv dv dv 
enenTbeil von / an, indem wir — , — durch — , — er- 

dx dy dn os 

dv 
, so können wir den Theil, welcher mit — multiplicirt ist: 

x \(d 2 u d 9 u\ . , d*u , t . 2 X T dv . 

^ lAy ~ ä*V cosp * inp + tedj imp ~"* p) J * 

partiell integriren, und der integrirte Ausdruck verschwin- 
ischen den Grenzen, da sich die Integration auf die ganze 
irve bezieht, also beide Integrationsgrenzen zusammenfallen; 
bt nur der transformirte Ausdruck: 

nd so kann man / in folgender Weise darstellen: 
. . . J=r=f(v U' + ^V') ds + jjv üdx dy t 

[iT-- l(^JL^\ 

dn W "*" dy x ) 

* = (I -" Va^ 5 cos p + äp sin p + 2 d^ mpcMp ) 

+ ** W + dy 2 ) + b 2 dn 

3x 4 T aa: 2 ay 2 T ay 4 6 2 \dx* T ayv 

;tzen wir nunmehr für Z7 den Werth, welchen dieser Aus- 
der ersten Gleichung (144) zufolge in allen Punkten der 
äche erhalten soll, so findet sich: 

fv Udxdy =%fß[u - £ (g + %£)]****• 

uf den letzten Theil dieses Integrals kann die im Vori- 

bgeleitete Grundformel angewandt werden, indem man 

A , du _, du _ . 

tz=v, A ==77-, B = —- setzt. Dann kommt: 

a# ay 
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jj vVdxdy = - h :£ t ßf n ds. 

** /'/T . Ä ' /du dv , du cv\~\ _, _, 
und sonach für / folgender definitive Ausdruck : 

/ = i {t? ( u — - — j — ) + # — ( ds 



+ 



** r/t -i- ä? ( du dv -l. a " ay M ^ ^ 



Bemerken wir nun, dass die Grösse 

\ 12a 4 dn) ^ dn 

in folgenden Fällen für alle Punkte des Randes verschwindet: 

1) Wenn derselbe der Lage und Richtung der Grenzelemeute 

nach festgehalten wird. Alsdann nämlich verschwinden offenbar 

dv 
fiberall die Grössen v, — • 

dn 

2) Wenn derselbe nur festgehalten wird, ohne dass auch 
die Richtung der Randelemente fixirt wird. Dann nämlich ver- 
schwindet v, und die erste der Grenzbedingungen (106) führt 
auf U"= 0, wie dies im vorigen § bereits gezeigt wurde. 

3) Wenn der Rand vollkommen frei ist. Dann sind die Glie- 
der mit b überall auszulassen, und die Grenzbedingungen (106) 
führen, wie dies in § 78 geschah, auf 

12a* dn 
In allen diesen Fällen also hat man: 

(146a) . / = - t J J |, u + - (g- Fx + - Ty )\ dxdy. 

Nun war / ein für w, v symmetrischer Ausdruck, es muss 
also / unverändert bleiben, wenn man u mit v, also auch x mit 
k vertauscht. Da hiebei das obige Doppelintegral sich nicht än- 
dert , wohl aber x 2 in A* übergeht , so ist dies , wofern nur 
nicht x = A, nur dann möglich, wenn 

J J \ V U + 12 (tote + dy &)* ^^ = °' 
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Diese Gleichung also . muss für je zwei Einzellösungen be- 
stehen, denen verschiedene Wurzeln der transscendenten Glei- 
chung entsprechen. 

Aus dieser Gleichung folgt zunächst, dass die transscen- 
dente Gleichung, auf welche jedes Problem schliess- 
lich führt, nur reelle Werthe für x* ergeben kann. 
Denn wären x', X 1 conjugirt imaginär, also jedenfalls ungleich, 

so könnte man auch u mit v, — mit — , — mit — als conjugirt 

dx ex dy dy 

betrachten: die obige Gleichung gäbe also, da das Produkt con- 
jugirter Grössen stets positiv ist, eine Summe positiver Grössen 
der Null gleich, was ein Widerspruch ist. 

Aber auch positiv sind alle Werthe der x*, und so- 
mit alle x selbst reell. Denn setzt man u = v, so wird / in 
seiner ursprünglichen Form das Integral einer Summe von 
Quadraten, also jedenfalls positiv; und demnach 



x 



der Quotient zweier positiven Zahlen, also auch selbst positiv, 
was zu beweisen war. 

Das Problem , welches im Vorigen noch ungelöst blieb, die 
Bewegungen einer Scheibe oder Membrane aus gegebenen Anfangs- 
zuständen zu bestimmen, erledigt sich ebenfalls mit Hülfe der 
obigen Gleichung , welche für Polarcoordinaten in die Form 
übergeht : 

(147).,.0=jj[**+- (__ + -__)J r *.*>. 

Setzen wir wieder 

£=22 R mn [(«u cosrod + Mn sinrotf) cosx ron * 
+ (ymncosm-ö- + ^sinm*) sinx mw f]. 

Ist nun für t «= 0, f = f(r, d) und die Geschwindigkeit 
durch die Gleichung 

* = *r. •) ' 

gegeben , so hat man zur Bestimmung der Constanten die Glei- 
chungen: 

C leb seh, Theorie elast. Körper. 23 
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itMQ\ I iv>^>=22 ^(a^cosmO + ft^sinmfr) 






22*mnRnm (fm* COSmfr + ß^ Sin IW#). 

Betrachten wir nun eine Einzellösung 

v = 7? mil (<* cosmO + ß sinm-O) 

und bilden die Ausdrücke, welche aus dem obigen Doppelinte- 
gral entstellen , wenn man u durch f (r, O) oder F (r, 9) ersetzt 
Die entstehenden Ausdrücke müssen der Summe derjenigen gleich 
sein, welche entstehen, wenn man in dem Integral (147) « 
durch jedes einzelne Glied der rechten Theile von (148) ersetzt 
Aber die so gebildeten Integrale verschwinden nach (147) sämmt- 
lich, bis auf dasjenige, in welchem die Indices m, n bei u gleich 
den Indices m, n in v sind. Es bleibt endlich: 

J JK AÄ - + 5 1 "-¥) ( ß cosw * + ' sin ^ 

JJ [(ß'-.+ ^(^-y)(«cosmJH-jSsin«d)(« mi , comO+Ajta»*) 



Am 2 T 

+ — — = /^„(crsinmd — j3cosmö , )(a inn sinm^ — ß mH cosmd) I rdr db, 

nebst einer entsprechenden Gleichung für F. Führt man rechts 
die Integrationen aus, wodurch die rechte Seite der obigen Glei- 
chung in: 

übergeht, und vergleicht daun die Goefßcienlen der ganz belie- 
bigen Zahlen a, ß, so ergiebt sich sofort die gesuchte Bestimmung 
für a mn , ß mn ; während y mn , S mn sich ganz ebenso aus der ao^ 
logen Gleichung ergeben, auf welche die zweite der Gleichung^ 1 
(148) führt. 

Die Gleichung (147) ist indess noch einer andern Anwe* 1 
düng fähig. Untersucht man das Gleichgewicht einer Scheid 4 
welche durch äussere Kräfte nur sehr wenig deformirt wird, b^ 
züglich ihrer Verschiebungen senkrecht zur Mittelfläche, so läs^ 
sich mittels der Gleichung (147) die Eindeutigkeit und Bestimm * 
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t der Aufgabe nachweisen. Man nehme zwei Gleichgewichts- 
itände als möglich an. Bildet man die Gleichungen für die 
rschiebung in beiden Fällen und zieht sie von einander ab, so 
hält man für die Differenz der Verschiebungen die nämlichen 
ieichungen, aus denen nur die Kräfte sich herausgehoben haben. 
iese Differenz sei u. 

Setzen wir nun in den oben entwickelten Formeln diese 
unction sowohl für u als für v ein, zugleich aber, da es sich 
iir um Gleichgewichtszustände handelt, x = o. Die Gleichung 
46 a ) giebt dann /= 0, oder, da / sich in seiner ursprüng- 
chen Gestalt in eine Summe von Quadraten verwandelt, und diese 
aher einzeln verschwinden müssen: 

¥ü — o — — -^L — 
dx* ' dy 2 ' dxdy 

Uienach kann u, die Differenz der angenommenen verschie- 
enen Gleichgewichtslagen, nur von äer Form 

ax + tiy + c 

ein, wo a, b, c Constante sind. Nun kann man immer, um das 
Koordinatensystem nach der Verschiebung zu fixiren, annehmen, 
lass im Anfangspunkt die Verschiebung Null sei; dass der nächste 
Hinkt, der ursprünglich auf der ^ITAxe gelegen, auch nachher 
ich auf derselben befinde ; und dass das benachbarte Element der 
Kittelfläche auch nachher in der XYEhene liege. Man kann 

rät andern Worten annehmen, dass für x = 0, y = 0, u, — , 

ox 

)u 

r- verschwinde; d. h. man kann a, b, c gleich Null setzen. So 

st denn also die Differenz zweier Gleichgewichtslagen nothwendig 
toll und jede Gleichgewichtslage immer eindeutig bestimmt. 
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Anwendungen. 



§ 8L Ansdehnong tob Stäben mit überall gleichem ttnenehBitt. 

Nachdem in den vorigen Abschnitten die allgemeinen Grund- 
lagen der Theorie ausgeführt und an einzelnen Beispielen erläu- 
tert sind, werde ich im Folgenden einzelne der dort erhaltene* 
Resultate in ihren Anwendungen weiter verfolgen. Bei solches 
Anwendungen, ist die Benutzung gerader, cylindrischer* Stabe in 
ihren drei hauptsächlichsten Verhaltungsweisen, ausgedehnt, ge- 
legen und tordirt, von besonderer Wichtigkeit, und ich werde 
daher die Theorie solcher Stäbe besonders ausfuhren. Als Grund- 
lagen dienen dabei die Formeln, welche aus dem de Saint- Venant- 
schen Problem entwickelt sind, und deren ausgedehntere Zulässig- 
keit für verhältnissmässig kleine Querschnitte später dargetban 
ist. Man wird sich erlauben müssen, jene Formeln aucb auf 
einige Aufgaben anzuwenden, für welche sie nicht mehr gart 
statthaft erscheinen, namentlich also, wenn der Stab aufhört voll 
kommen cvlindrisch zu sein. Es wird in den betreffenden Fällei 
immer auf den Mangel an Strenge hingewiesen werden; eineGe 
wissenhaftigkeit, welche ebenso natürlich als nothwendig erschein I 
und welche dennoch leider in Schriften über Anwendungen diese 
Art nur zu häufig vermisst wird. 

Betrachten wir also zuerst den Fall von Stäben, welche aus 
gedehnt werden durch Kräfte, die nach ihrer Längsaxe gerichte 
sind. Geschieht es durch eine einzige, auf das Ende wirkend 

Kraft P, so ist, wenn q den Querschnitt bezeichnet, die im Kör 

p 
per hervorgerufene Längsspannung — ; nach der ursprüngliche 

Definition des Elasticitätsmoduls ist ferner die eintretende Au* 
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dehnung der Längeneinheit — , und also die ganze Verlängerung 

Eq 



eines Stabes von der Länge /: 



X = 



EL 
Eq 



Diese Formel beruht auf der Voraussetzung, dass alle Punkte 
eines Querschnitts gleiche Spannungen erfahren, was nur ein- 
tritt, sobald man sich die Zugkraft P über den letzten Querschnitt 
gieichmässig vertheilt denken darf, und also um so mehr für 
erfüllt gelten kann, je kleiner der Querschnitt ist. 

Wenn zugleich auf das Innere Kräfte der Axe parallel wirken, 
deren Grösse an der Stelle z der Längsaxe, für die Einheit des 
Volumens berechnet, durch r bezeichnet sei, wenn man ferner 
durch w die Verschiebung des Querschnitts bezeichnet, welcher 
ursprünglich die Coordinate z hatte, so wurde, für kleine Quer- 
schnitte, in § 54 eine Formel gefunden, welche man etwa in folgen- 
der Weise wiederherstellen kann. Rechnen wir die z von einem Ende 
des Stabes, welches als fest gelten mag, so dass rv für dasselbe 
verschwindet. Ein Querschnitt, dessen Coordinate ursprünglich z 
war, hat später die Coordinate z + tv; ein nächster, z + dz, später 
die Coordinate z -f- dz -f- w -f- dw. Es ist also die Länge des 
Elements dz in . 



dz + dw 



= dz C 



1 + 



dw\ 
~dz) 



übergegangen. Die Verlängerung der Längeneinheit (welche ver- 
änderlich ist mit z), wird also 



dz 9 



und die zum Herstellen dieser 
dw 



y^längerung nöthige Spannung ist E — , die Kraft endlich, die, 

dz 

m °ht auf die Querschniitseinheit, sondern auf den Querschnitt q 

W|r ken muss, um dieselbe hervorzubringen, wird 

„ dw 

Die Kraft ist aber in der That zugleich dieselbe, mit welcher 

e ** Querschnitt sich wieder zu verkürzen bestrebt ist. Setzen 

w **" also jetzt die Bedingung des äussern Gleichgewichts an für 

**jenigen Theil des Stabes, weicher zwischen dem Querschnitt 

2 Und dem Ende z = / enthalten ist, indem wir die Summe aller 
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nach der ZAxe wirkenden Kräfte verschwinden lassen, so ist dabei 

einerseits die rückwärts wirkende Kraft Eq — zu berücksichtigen, 

andrerseits die auf das Ende wirkende Kraft P, und die auf die 
Elemente des Innern wirkenden Kräfte r. Diese waren auf die 
Einheit des Volumens bezogen; auf ein Element qdz wirkt also 
die Kraft rgdz, und es ergiebt sich somit die Gleichung: 

dw C 

**=* + J 1 **- 

z 

Durch Differentiation nach z ergiebt sich die erwähnte Formel, 
vom Integralzeichen befreit. In der That aber kann man die 
Formel sofort benutzen wie sie steht; denn r wird zwar im All- 
gemeinen von der Coordinate z + w seines Angriffspunkts abhän- 
gen; aber da rv sehr klein ist, so kann man dasselbe innerhalb 
der festgehaltenen Annäherung vernachlässigen, und also Tals 
bekannte Function von z selbst betrachten, wodurch denn das 
Integral sofort ausführbar wird. 

Die Spannungen in dem Stabe sind demnach dargestellt durch 
die Gleichung 

(1) E ^ = - + - frqdz, 

dz q q J 

z 

die Verschiebungen also durch: 

z l 

« n > == T q + if(f r « dz ) ds - 

z 

Ist etwa der Stab in verticaler Stellung der Schwere unter- 
worfen, und nennt man G das Gewicht der Volumeneinheil, so 
hat man, jenachdem das freie Ende nach unten oder nach oben 
gewandt ist, r = + G oder r = — G, daher, indem ich beide 
Fälle zusammenfasse: 

*£=£ + G(l-z) 
dz q — v ' 

Pz _l G (i z \ 
Eq — E \ 2/ 

endlich die Gesammtausdehnung des Stabes: 

PI , GP 
rV ^Wq ± TE 



i 
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Bemerkt man, dass Gql das Gesammtgewicht des Stabes ist, 
nd setzt die rechte Seite dieser Gleichung in die Form 

Eq \ — 2 / 

) sieht man, dass die Gesämmtausdehnung genau so erfolgt, als 
enn neben der Kraft P eine im Sinne der Schwere wirkende 
ug- oder Druckkraft angebracht wäre, deren Grösse dem halben 
ewicht des Stabes gleichkäme. Die ganze Ausdehnung verschwin- 
;t, wenn P selbst der Schwere entgegengerichtet, und dem hai- 
in Gewichte gleich ist. 

Der Ausdruck der Spannung enthält nur die erste Potenz von 
Denkt man sich, um dies graphisch darzustellen, die Spannung 
des Elements über demselben senkrecht gegen die Axe ange- 
agen, so erhält man eine gerade Linie 

y = ^±c(i-*). 

Es folgt daraus sofort, dass die grösste Spannung an einem 
ade eintritt, also entweder 

— bei z = / 
9 

er 

- + Gl bei z = 

q — 

; eines oder das andere, je nach Richtung und Grösse von P. 
>hrt man, wie im Folgenden immer geschehen soll, eine vor- 
schriebene Maximalspannung T ein , welche nirgend überschrit- 
) werden soll, so muss die grösste jener Zahlen kleiner als T 
iiben. 

Ein andres Beispiel liefert ein Stab, welcher, senkrecht gegen 
e Drehungsaxe gestellt, und mit seinem festen Ende in dieser 
egen, in gleichförmige Drehung versetzt wird, wie etwa die 
siehe eines Rades. Die Winkelgeschwindigkeit der Drehung sei 

Die aus dieser entspringende Centrifugalkraft im Elemente z 
> wenn wieder G das Gewicht der Volumeneinheit bezeichnet: 

Q 

Tqdz = — afzqdz, 
9 
er es ist 

r = - tfz. 

9 
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Man hat also aus (1), (2) für Spannung und Verschiebung: 

dz q g 2 

^ Eg 2 \ 2/ 

Die Gesammtausdehnung wird: 

W '~ Eq $Eg ~~ Eq\ + 3 / 

Sie ist ebenso gross, als wenn der dritte Tbeil des Gesammt- 
gewichts Gql am Ende des Stabes als mitrotirendes Gewicht an- 
gebracht wäre. Die Spannung kann man sich wieder ajs Ordinate 
y über jedem Element angetragen denken. Die Endpunkte dieser 
Ordinaten bilden dann die Parabel: 

P , G .? — 2* 
y q^ g 2 

deren Axe, da die Gleichung für den Uebergang von z in — i 
unverändert bleibt, mit der Axe z = 0, d, h. der Drehungsaxe 
zusammenfällt, während ihr Scheitel in dieser Axe durch die 
Ordinate: 

P , Co 2 / 8 

gegeben ist. Auch hier ist die grösste Spannung deswegen an 
einem der beiden Endpunkte des Stabes, also entweder gleich 

P , G a>*P J P 

— h — — - - oder — » 

wo je nach der Richtung und Grösse von P eins oder das andre 
eintreten kann. 



§ 82. Ausdehnung von Stäben bei veränderlichem Querschnitt 

und überall gleicher Spannung. 

Die Schlussfolge, mit deren Hülfe oben die Gleichung (1) abge- 
leitet wurde, lässt vermuthen, dass dieselbe auch dann noch nahezu 
richtig sein könne, wenn der Querschnitt nicht völlig constant, 
sondern kleinen Veränderungen unterworfen ist, selbst also 
eine Functionen von z ist, welche aber von einem constanten 
Werthe nicht sehr bedeutend abweicht. Allerdings ist dann die 
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Bedingung einer im ganzen Querschnitt gleichen Spannung ohne 
Zweifel nicht mehr erfüllt; aber man darf wohl die Schwankun- 
gen auch in dieser Beziehung für um so kleiner, die Formeln 
also für um so angenäherter halten, je kleiner der Querschnitt 
selbst und dessen Schwankungen ausfallen. In diesem Sinne stellt 
man die Frage, wie diese Schwankungen in der Grösse des Quer- 
schnitts gewählt werden müssen, damit die Spannung überall die- 
selbe sei, alle Querschnitte sonach gleich stark in Anspruch ge- 
nommen werden. 

Setzt man, wie immer, diese erlaubte und zulässige Spannung 
gleich T, so kann man der Gleichung (1) die Form geben: 

Tq = P + f Tqdz. 

z 

Differenzirt man nun nach z, wobei q als veränderlich gilt, so 
hat man: 

t dq — r„ 
T dz~~ rq > 

und für z = l die Grenzbedingung: 

Tq t =P. 

Die erste Gleichung giebt q selbst als Function von z; denn 
schreibt man jene Gleichung in der Form 

dq r 

so findet sich durch Integration von z bis /, wobei die Grenzbe- 
dingung zu berücksichtigen ist: 



P 1 C 

log? — log - = - J Fdz > 



oder, wenn man von den Logarithmen zu den Zahlen übergeht; 

p f f rdz - 
(3) q = ^ e * . 

Es ist ganz im Charakter der festgehaltenen Voraussetzungen, 
wenn hier nur die Grösse des Querschnitts bestimmt wird, seine Ge- 
stalt ganz unbestimmt bleibt. Denn wenn wirklich die Spannung 
in jedem Punkte eines Querschnitts völlig dieselbe wäre, so würde 



\ 



' — 362 — 

die Form des Querschnitts für die Tragkraft ganz gleichgültig 
sein, nur seine Grösse massgebend; was denn hier in der ange- 
näherten Betrachtung sich ebenfalls ausspricht. Hat man eine 
bestimmte Querschnittsgestalt gewählt, so berechnet man die 
Dimensionen nach der Formel (3) ohne Weiteres. 

Wenden wir diese Formeln auf die beiden speziellen Auf- 
gaben an, welche auch im vorigen § hervorgehoben wurden. Ist 
nur die Schwerkraft thätig und das obere Ende des Stabes fest, 
so hat man r = G, und demnach: 

p y (/ - *) 

9. = f* 

Ueber die Querschnittszunahme erhält man leicht eine Vor- 
stellung, wenn man sich den Stab in n gleiche Theile getheilt denkt, 
und dann q für die Theilpunkte berechnet. In diesen Tbeil- 
punkten hat / — z, vom freien Ende gerechnet, die Werthe 

0, — » -.../, und wenn man also 



n n 



a 



Gl 
nT 



setzt, so erhält man für die entsprechenden Werthe von q eine 
geometrische Reihe: 

P P P _ P' 

T' f a ' T l T C ' 

wodurch sich das Gesetz der Zunahme einfach ausspricht. 

Ist die Centrifugalkraft wirkend, ähnlich wie es im vorigen 
§ angenommen wurde, so nehmen die Querschnitte noch schneller 
zu. Es ist dann 

9 
also 

Guy* 

Das Gesetz der Zunahme stellt sich hier ähnlich wie im 

vorigen Fall durch die folgende Reihe dar, welche wieder die 

/ 2/ 
Querschnitte für / — z = , — > - . . . ergiebt : 

n n ö 
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P P P P P « 

a = -> - b**' 1 - b 4 *- 4 -6 6n - 9 -A» 2 
z — TT * T * T ' " T 



WO 



b = e 
» 

gesetzt ist. t)ie Exponenten bilden aber hier nicht mehr eine 

arithmetische Reihe erster Ordnung, sondern eine viel schneller 

wachsende arithmetische Reihe zweiter Ordnung. 

Man kann diese Retrachtungen leicht dadurch modificiren, dass 

man statt einer überall gleichförmigen Ausdehnung eine überall 

gleichförmige Zusammendrückung annimmt. Man hat dann nur 

P und T negativ anzunehmen, im Uebrigen aber völlig dieselben 

Formeln zu benützen. 



§ 83. Biegung. Allgemeine Voraussetzungen und Bestimmungen. 

Für die Biegung hat man nach dem frühern folgende 
Grundlagen gewonnen. 

Ein ursprünglich gerader cylindrischer Stab, welcher durch 

äussere Kräfte schwach gebogen wird, setzt seine Biegung aus 

zwei Biegungen zusammen, deren jede die Axe des Stabes nur 

einfach krümmen würde. Die Ebenen dieser Biegungen sind die 

Ebenen, welche man durch die Axe des Stabes und je eine Haupt- 

axe seiner Querschnitte legen kann. Die Richtungen dieser Ebenen 

sind also im Allgemeinen bestimmt; nur wenn die beiden Ilaupt- 

trägheitsmomente des Querschnitts gleich werden, kann man statt 

ihrer zwei beliebige, senkrecht gegen einander durch die Axe des 

Stabes gelegte Ebenen annehmen. 

Sind u, v die in diesen beiden Ebenen eintretenden seit- 
lichen Verschiebungen der Schwerpunktslinie, so bestimmen die- 
selben sich, für kleine Querschnitte, aus den Gleichungen: 

dz' 



(4) 



EqX % j-5 = M 



Eqn* 5^ = — N, 



dz 2 

Wo M und N die Drehungsmomente der äussern Kräfte sind, 
Welche von der Stelle z bis zum Ende des Stabes angreifen, be- 
zogen auf zwei den X, FAxen parallel durcfr den Schwerpunkt des 



i 



Querschnitts z gelegten Drehungsaxen. Statt dieser Gleichung« 
kann man aber auch nach § 54 die folgenden ihnen äquivale 
ten setzen: 



% 



(5) 



dz* 






wobei S eine am Ende des Stabes in seiner Längsrichtung wirke 
Zugkraft ist, und U, V, W x% W t die p. 205, 206 angegebe 
Combinationen der auf das Innere wirkenden Kräfte sind. D 
treten dann die Grenzbedingungen für das Ende des Stabes; 



de 
eo 

Q 



(5a) 



und 



(5b) 



I **©).—* + « (S). + ™ 



JEqtf 



VrfWi 



L + S 



\dzji 



+ Wi 






wo K, L die -XTComponenten sind, welche am Ende des Stat> es 
wirken, (J f ) l , (#), die daselbst auftretenden Drehungsmome***' 6, 
Die letztern werden positiv gezählt, wenn sie, von der entsp*" e " 
chenden positiven Axe gesehen, drehen wie der Zeiger einer LH* 1 "» 
und die gegenseitige Lage der Coordinatenaxen ist so geda*^ ' 
dass von der positiven -TAxe gesehen der Zeiger einer tS& v 
von der positiven FAxe sich durch 90° zur positiven ZAxe t>& 
wegen würde. 

Sind nämlich Xdxdydz, Ydxdydz, Zdxdydz die auf ^ mD 
Element wirkenden Kräfte, dessen Coordinaten durch x, y, z t*^ m 
zeichnet sein sollen, so sind die Grössen M, N, die Drebur*£? s " 
momente aller Kräfte die auf den zwischen den Querschnitte** z 
und / enthaltenen Stabtheil wirken, bezogen auf die durch d^ D 
Schwerpunkt 0, 0, z des Querschnitts z gelegten Hauptaxen, ifa**^ r 
Natur nach durch die Gleichungen definirt: 
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' M = {AT), + K (/ — *) — S (w, — u) 

i 



■)■ 



+ f f /[^ (*"—«) — Zx] dxdy dz 



X 

N = [&) % — L (/ — z) + S {v, — v) 

1 



—fffup—*) — z y\ tedyfö* 



bei die ohne Grenzbezeichnung hingesetzten Integrale eine In- 
;ration über den ganzen Querschnitt andeuten. Aus diesen Aus- 
äcken ergiebt sich 

z 

td nach nochmaliger Differentiation: 



dz 



<PN „ <Pv 

= — M 



-fA r +"')**■ 



dz* dz % 

Dabei sind die Horizontalstriche jedesmal ausgelassen, sobald 
der betreffenden Function z an Stelle von F zu setzen war. 

Erinnern wir uns nun, dass in p. 206, 207 folgende Be- 
chnungen eingeführt wurden: 

= / f Xdxdy, U t = I I Xxdxdy, V % = / jxydxdy 

^JjYdxdy, V x =JjYxdxdy, V % = JJYydxdy 

= / f Zdxdy, W { = ) I Zxdxdy, W % = I fzydxdy, 
gehen diese Ausdrucke in folgende aber: 



dz dz 

z 

I 

dN dv 

— = L + S 
dz dz 



£+fr*-r. 
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"5?= s d? + U + 1z~ 

Aus den Gleichungen (4) erhält man also zunächst durch 
zweimalige Differentiation sofort die Gleichungen (5) selbst; indem 
man aber in den Gleichungen (4) selbst, oder in den durch ein- 
malige Differentiation daraus hervorgehenden z = l setzt, ergeben 
sich die Bedingungsgleichungen (5 & ), (5 b ), wodurch die vollständige 
Uebereinstimmung nachgewiesen ist. 

Ich bemerke, dass in den meisten Fällen die durch W v W t 
bezeichneten Integrale verschwinden. Hauptsächlich dann ist ihr 
Auftreten von Wichtigkeit, wenn es sich darum handelt, mittels 
des d'Alembertschen Princips zu den Bewegungsgleichungen über- 
zugehen. 

Die Spannung in einem Punkte, welcher in seinem Quer- 
schnitt die Coordinaten x, y hat, ergiebt sich aus der Formel (55) 
p. 265, nach welcher daselbst die Längsspannung: 

eintritt. Um die am meisten angespannte Stelle des Körpers zu 
finden, auf welche es in den Anwendungen wesentlich ankommt, 
muss man die Maxima dieses Ausdrucks aufsuchen. In jedem Quer- 
schnitt existirt ein solches Maximum wirklich, und man findet die 
betreffende Stelle sehr leicht. Denn innerhalb des Querschnitts sind 

d 2 u d 2 v 
die Grössen — — > — . constant. Betrachtet man also die Gerade 

dzr az z 



■* "33 +y T5 = ! » 



<Pu d*v 
!z* +y T? 

oder wenn man für die zweiten Differentialquotienten die reci- 
proken Krümmungshalbmesser setzt: 

(8) J + J = i; 

Q 9 . • , 

so schneidet diese Gerade von den Axen X, Y die Strecken $, Q 

selbst ab. Die Gerade ferner * 

* , y 

9 9 
welche dieser parallel ist, schneidet die Strecken mq, my ab. 
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Die Spannung indess in denjenigen Punkten, in welchen diese 
Wade den Querschnitt trifft, ist 

S 

< a8 = - — *«; 

und man findet also die Punkte grösster und kleinster Spannung 
im Querschnitt, wenn man das Maximum von m sucht, d. h. die- 
jenigen Punkte, in denen eine der Geraden (8) parallel gezogene 
Linie die Peripherie des Querschnitts eben noch berührt. Man 
bat so folgende Regel: 

Um den am meisten gespannten Punkt eines Quer- 
schnitts zu finden, trage man die Krömmungs- 
halbmesser der beiden Biegungen auf den 'ent- 
sprechenden Hauptaxen des Querschnitts an, 
und ziehe eine Parallele zur Verbindungslinie 
ihrer Endpunkte, so dass sie die Peripherie 
berührt. Die Berührungspunkte sind dann die 
am meisten oder am wenigsten gespannten oder 
gedrückten Punkte des Querschnitts. 

Die am stärksten angegriffenen Punkte der Querschnitte bil- 
den sonach auf der Oberfläche des Stabes eine Curve. Das ab- 
solute Spannungsmaximum tritt auf dieser Curve an irgend einer 
Stelle ein, und ist den Regeln der Differentialrechnung gemäss 
2 u finden. Indess ist zu bemerken, dass nicht immer ein wirk- 
liches Maximum existirt, sondern dass in vielen Fällen nur 
cm grösster Werth der Spannung eintritt; dieses findet dann 
aö den Enden des Stabes statt, die jedesmal besonders zu unter- 
gehen sind. Mit andern Worten,, man hat jedesmal die Maxima 
^ e r Spannung und ihre Werthe an den Endpunkten aufzusuchen, 
^ter diesen Grössen aber die absolut grösste zu wählen. 

Bei ebener Biegung, wo also u oder v verschwindet, wird 
^e Sache viel einfacher. In der angegebenen Construction wird 
k***n ein Krümmungshalbmesser unendlich, die Tangente also mit 
^r einen Hauptaxe parallel. Und so ist die am meisten gespannte 
* ^ser immer diejenige, welche von der Hauptaxe, um welche die 
°**ehung bei der Biegung vor sich geht, am weitesten entfernt 
ls t , ihre Spannung aber drückt sich, wenn x = + h jenen Ab- 
fand bezeichnet, durch 

fft a \ * S — Eh 

\^a) / = - + — aus. 

8 9 Q 
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Dieses stimmt genau mit den Voraussetzungen der gewöh 
beben Theorie fiberein ; wie sich denn alle Hypothesen derselb ^i 
bestätigt finden, wenn man den Querschnitt sich äusserst kletir 
denkt. Aber nur unter dieser Voraussetzung sind sie erfüllt; 
nur unter dieser Voraussetzung bleiben die Querschnitse eben ai*«h 
nach eingetretener Biegung, wachsen die Spannungen gleichför- 
mig in parallelen Streifen desselben. Nur eins bleibt unmöglich; 
das Eintreten einer ebenen Biegung, deren Biegungsebene nic/tf 
durch die eine Hauptaxe jedes Querschnitts hindurchgeht. 

Die Formeln des § 55 geben ähnliche Resultate auch für 
ursprunglich gekrümmte Stäbe. Ich übergehe die Discussion 
derselben, und werde nur für geradlinige Stäbe die hauptsäch- 
lichsten Aufgaben behandeln, wobei immer eine ebene Biegung 
vorausgesetzt werden soll. 



§ 84. Biegung unter dem Kinflumt stetig vertheilter Kräfte 
ohne Zug oder Druck in der Sichtung der Axe. 

Gehen wir von den Gleichungen (4) aus. Ein Stab werde 
gebogen durch Kräfte, welche gegen seine Axe senkrecht gerich- 
tet sind; und nehmen wir an, dass er nicht zugleich durch eine 
sehr grosse Zugkraft gespannt oder gedrückt sei, so wie dass keine 
Kräftepaare auf sein Inneres wirken , d. h. dass W i , W % ver- 
schwinden. Betrachten wir allein die Biegung in der Ebene, 
welche durch seine Axe und die mit X parallele Hauptaxe seines 
Querschnitts bestimmt ist. In diesem Fall hat man also für die 
Verschiebungen des Stabes senkrecht gegen seine Axe die Glei- 
chung: 

<Pu 
(9) EqV -f= = M 

wo 

(10) . . . M — {A + K{1— z) + Pü (7— *) dz 

z 

und wo nur das Glied S (u t — u) ausgefallen ist , als ein GH 
höherer Ordnung, sobald nicht S ausserordentlich gross ist. 

In diesem Falle ist also M eine gegebene Function von 
und mau findet durch einmalige Integration: 
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»« £'«+/ 






EqX 



o 
nd durch eine zweite Integration: 

z z 

o o 
Hiebei bezeichnen c, c willkürliche Constanten. Man be- 

immt dieselben, indem man sich erinnert, dass — die Tan- 

dz 

ente des Winkeis bedeutet, welchen die geometrische Tangente 
er Schwerpunktsiinie gegen die ursprungliche Richtung der 
tabaxe, die ZAxe bildet; oder auch dieser Winkel selbst, da 
ian bei den kleinen Abweichungen der Axe von ihrer ursprüng- 
chen Richtung den Winkel mit seiner Tangente verwechseln 
arf. Fasst man nun die geometrischen Bedingungen ins Auge, 
enen der Stab unterworfen sein kann, so ergeben sich folgende 
auptfälle und eine denselben entsprechende Bestimmung der Con- 
anten: N 

1) Der Stab sei an einem Ende eingeklemmt, so dass für 
= Ort und Richtung der Schwerpunktlinie bestimmt ist. Am 
»dem Ende wirke nur eine Kraft P, in Richtung der ^TAxe, 
ukrecht gegen die Axe des Stabes. Man hat also sofort 

K = P t {A%=0; 

du 
mn aber, aus (11), (12), da für z =-. o auch u und — - ver- 

dz 

hninden müssen : 

c = 0, c = 0. 

Und so stellt sich die Lösung der Aufgabe in der Form dar: 



).. 



u =/lfe i p{l - z) +f u (?-*)«*] *!*■ 



Eq 

Ö * z 

z z 

Eql*\2 <$) \JJ 



z — z) dz 

dz dz. 



Eql 

o o' 

Ist also nur die Kraft P vorhanden, keine auf das Innere 
^kende Kraft thätig , so wird einfach 

Clebsch, Theorie elast. Kyrper. 24 
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< 14 > m = ^(t--?)' 

der Pfeil der Biegung, für z = /: 

P f 



Ui 



Eql* 3 



Ist der Stab horizontal und wird noch das Eigengewicht be- 
rücksichtigt oder eine gleichförmig vertheilte Last, die man annä- 
hernd als eine Verstärkung des Eigengewichts ansehen kann, so 
hat man nur Tür Jj das Gewicht Gg der Längeneinheit zu setzen. 
Es wird dann 



ß 



2 



und demnach 

Der Pfeil der Biegung wird: 

' Epk* h ^ 8)' 

was, da Gql das ganze Gewicht bezeichnet, ebensoviel ist, als wäre 
das am Ende angebrachte Gewicht P um f des Stabgewichts ver- 
grössert worden. 

2) Der Stab sei an einem Ende eingeklemmt, mit dem an- 
dern Ende, in gleicher Höhe, auf eine Widerlage frei aufgelegt. 
Dieser Fall unterscheidet sich von dem vorigen nur dadurch, 
dass die Kraft P hier nicht gegeben ist, sondern in einen unbe- 
kannten Druck — Q übergeht, den die Widerlage gegen das freie 
Stabende ausübt. Dafür tritt die neue Bedingung hinzu, dass u nicht 
nur für z = 0, sondern auch für z = / verschwinden muss; 
und dies liefert aus (13) die Bestimmung von Q = — P, wenn 
man z = /, u = setzt: 

/ z l 

(16) . . . . = | JT(f V& - z ) **) dz dz - 

z 

Wenn man die Grösse Q hieraus bestimmt hat, wird u aus 
der Formel (13) erhalten, nur — Q an die Stelle von P gesetzt. 
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Ist z. B. der Stab gleichförmig belastet, also U=Gq, so findet 
sich aus (15), wenn man i > = — Q, m = 0, z = l setzt: 

* Sq 8' 

also 

V g t 

und indem man demgemäss in (15) i > = — %Glq setzt: 

• % G 3Pz*—blz*+ 2z 4 
( 17 > U = Ä» 48 

Die Curve, welche die Stabaxe hienach annimmt, biegt sich 
anfangs abwärts, mit der concaven Seite nach unten, sodann aber, 
indem an einer Stelle ein Punkt ohne Krümmung (Wendepunkt) 
eintritt, wendet sich zunächst die concave Seite der Curve, sodann 
nachdem an einer weitern Stelle die Tangente horizontal geworden, 
auch die Richtung der Curve nach oben. Die Lage des Wende- 
punkts, wo die Krümmung, also — = — ^ verschwinden sollte, 
findet man aus der Gleichung: 

dz 1 

durch welche neben z = / (das freie Ende erfährt natürlich 
ebenfalls keine Krümmung) sich für den gesuchten Punkt 

l 

ergiebt. Der Wendepunkt liegt also dreimal so weit von dem 

freien Ende entfernt, wie von dem eingeklemmten. 

Die horizontale Tangente aber findet sich aus 

du 
= — oder = 6?z — 15/z 8 + 8* 3 . 
dz 

Mit Uebergehung von z = ergiebt sich daraus 

15 + /33 , 

z = — =±r l, 

16 ' 

wo offenbar nur das untere Zeichen auf einen Punkt führt, der 
dem Stabe wirklich angehört, nämlich auf 

z = 0, 58 . . . /, 

und dieser Werth von z giebt also den Ort des Punkts mit ho- 
rizontaler Tangente. 

24* 



= — r oder = Z* — blz + 4z*, 
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Es verdient noch Erwähnung, dass die Last sich auf die 
beiden Unterstützungspunkte ungleich vertheüt. Während an dem 
frei aufliegenden Ende der auszuhaltende Druck gleich f des Ge- 
sammtgewichts gefunden wurde, ist der Druck in dem einge- 
klemmten Ende offenbar § desselben, so dass beide Widerlags- 
punkte zusammen die ganze Belastung tragen. 

3) Der Stab sei an beiden Enden eingeklemmt; also sowohl 

für z = als für z = / soll u nebst — versehwinden. So hat 

dz 

man im ganzen vier Bedingungen; aber auch, in (11) — (13), 

vier unbestimmte Grössen. Denn in diesem Fall sind weder K 

noch [A'\ nothwendig gleich Null; sondern sie stellen vielmehr 

die unbekannte Druckkraft und das unbekannte Drehungsmoment 

dar, mit welcher die Fassung Lage und Richtung des Stabes 

bei z = l erhalten muss. Bezeichnet man diese durch — 

und R, so ist aus (9) 

(18) .... EqV ^ = R - Q (/- *) +JÜ{F— z)dz; 

z 

also durch Integration: 



(19) 



Z l 

Eq l« d £ = Rz — Q (iz — f) + f[ /F(F— *)(*?]&. 



z 

z z 



Eql*u = R Z ^-Q(^— f) +ff[f U (* - z)dz]dxdz. 

0* z 

Die Integrationsconstanten sind gleich Null gesetzt, und da- 

durch bereits die Bedingung erfüllt , dass u und — mit z = 

verschwinden sollten. Die andern beiden Bedingungen , dass 
nämlich diese Grössen auch bei z = / verschwinden sollten, er- 
füllt man, indem man aus (19) R, entsprechend bestimmt. 

Setzt man der Kürze wegen: 

A = ([fu [z— z) dJJ dz 

U z 

l z l 



B = / / T I U[z — z)dz\dzdz, 

ü z 
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so werden die aus (19) entspringenden Bedingungen demgemäss 
folgende: 

o = Rl — (? — + A 

2 ' 
P P 

Hiedurch sind sowohl die von der Fassung zu fordernden 
Kräfte bestimmt, als endlich auch u selbst, in welchem nach 
Einfährung von R, Q alles bekannt ist. 

Betrachten wir wieder den Fall gleichmässiger Belastung. 
Da U= Gq, so wird die Gleichung (18): 

und man erhält durch Integration, mit geringer Modification des 
oben eingeschlagenen Weges: 

* dz v J 2 * 6 

Die Integration ist hier so geführt, dass die Bedingungen 

i*=0,--==0für* = / bereits erfüllt sind. Um nun die- 
dz 

selben Bedingungen auch für z = zu erfüllen, erhält man 

hieraus die Gleichungen: 

P P 

= — Rl + Q- - G?- 

1 2 * 6 

Z 2 Z s Z 4 

2 V 6 T tf 24 * 
aus welchen: 

12 2 

Der Druck an den Endpunkten ist also, wie man das auch 
sofort aus der Symmetrie sieht, gleich der Hälfte des Gesammt- 
gewichts; und jede Fassung hat einem Drehungsmoment zu 
Widerstehen, welches gleich dem Gewicht ist, multipücirt mit dem 
Zwölften Theil der Länge als Hebelarm. 
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Die Einführung der Werthe von R, Q giebt endlich: 

tt = 24|p• ^,(, - 2), • 

Die symmetrische Form der Curve zeigt sich darin, dass u 
sich nicht ändert , wenn z mit / — z vertauscht wird. Die Curve 

hat eine horizontale Tangente bei z = -, in der Mitte; Wende- 

punkte aber, bei welchen der Sinn der Krümmung sielt ändert, wo 

-3 = , d. h. P — 6z/ + 6** = 0, 
dz* 

woraus 

Die beiden hiedurch bestimmten Wendepunkte liegen, wie 
man sieht, symmetrisch zur Mitte des Stabes. 

Die grösste Senkung tritt in der Mitte ein, und hat den 

Werth 

Gl* 

u i = • 

T 384.J&* 

4) Endlich können beide Stabenden frei aufliegen. In die- 
sem Falle kann keines der Enden einem Drehungsmomente un- 
terworfen sein, es muss also in (10) nicht nur (^), verschwin- 
den, sondern auch für z = muss M = werden, so dass 

= IK + fü(z — z)dz. 

Hieraus bestimmt sich sofort der Druck Q = — K 9 den die 
Widerlage am Ende z = l ausüben muss; und setzt man den 
aus dieser Gleichung erhaltenen Werth von K\ 

i 

K= — Q = — «I fü(z — z)dz. 

in M ein , so ist dieses Moment vollständig bekannt. Man findet 
demnach aus (9) durch Integration: 

EqX 2 ^- = c + \M dz 



*-•+/' 



Eq X* u = cz+ I j M dz dz. 
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Nur bei der letzten Integration ist die Constante auszulassen, 
da ohnedies u bei z = verschwinden soll ; die Constante c aber 
bestimmt sich aus der Bedingung, dassu auch bei z = l ver- 
schwinde. Setzt man in der letzten Gleichung u = 0, z = l, so 
findet sich sofort 

/ z 

M dz . dz. 



-W 



Wenden wir dies wieder auf den Fall der gleichförmigen 
Belastung an. Da ü= Gq, so ist 

M = K(l — z) + Cjffc^; 
und* also, damit M für * = verschwinde: 

^ 2 2 

Setzt man diesen Werth in M ein, so findet sich 

und also durch Integration: 

dz ~ ° EK\* 6/ 

G /lz* z 4 \ 
M* \12 24/ * 



M = CZ 



Die Constante c ist endlich so zu bestimmen, dass u bei 
z = / verschwindet. Es wird also 

G l* Gl* 

= c/ — •— • — , c 



El* 24* 24j£>l 2 

und demnach: 

24^ 2 ^ T ' 

Die grösste Senkung, in der Mitte, giebt hier den Werth: 
fünfmal so gross als im vorigen Falle. 
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§ 85. Spannungen. Tragvermögen. 

Der Werth der grössten Spannung in jedem Querschnitt 
wird aus der Formel (8 a ) § 83, da eine erhebliche Längsspan- 
nung des Ganzen nicht vorhanden sein soll, durch den Ausdruck 

Eh 
+ — dargestellt, wo h die Entfernung einer der beiden ent- 
ferntesten Stellen des Querschnitts von derjenigen Hauptaxe dar- 
stellt, um welche bei der Biegung der Querschnitt sich dreht. 
Man sieht, dass von diesen entferntesten Fasern immer die eine 
comprimirt, die andere ausgedehnt wird; und es wird, wenn 
nicht anderweitige Grunde vorliegen, passend sein, den Quer- 
schnitt so zu gestalten , dass die Entfernungen beider äussersten 
Fasern von der gedachten Hauptaxe gleich gross werden, damit 
diese beiden Fasern gleich stark in Anspruch genommen seien. 

Die absolut gespannteste Stelle findet sich, wenn wir auch 
noch für q den kleinsten Werth setzen, dessen dasselbe fähig 

ist. Man findet diesen, indem man das Maximum von - sucht, 

und dasselbe mit dem Werthe dieser Grösse an den Enden des 
Stabes vergleicht. Da nun nach (9) 

1 d*u M 



q dz % EqX tf 

so finden sich etwaige Maxima aus der Gleichung: 

dM 
° = -dz 

oder, wenn man den Werth von M aus (10) entnimmt: 

= — K — füdz. 

z 

Der Ausdruck rechts ist nichts anderes als die Summe aller 
zur Stabaxe senkrecht wirkender Kräfte, von der Stelle z bis 
zum Ende des Stabes. Ein Maximum der Krümmung tritt also 
jedesmal ein, wo die Summe aller dieser Kräfte verschwindet. 
In den vorhin behandelten vier Aufgaben , bei denen gleichmässige 
Belastungen angenommen waren , wirkten auf das Ende z = / 
bezüglich die Kräfte 

p, - I Gk. - i w*> - i «fr. 
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Hieraus folgt sofort , dass ein Maximum der Krümmung im 
ersten Fall überhaupt nicht eintreten kann; dass es im zweiten 
Falle da eintreten muss, wo, von der fraglichen Stelle an bis 
zum Ende das Gewicht des Körpers f Glq beträgt, also um J / 
vom Ende 2 = l entfernt; und dass es aus denselben Gründen 
in den beiden andern Fällen in der Mitte des Stabes auftritt. 

Inzwischen waren die Ausdrücke von —5 = — in d en betrach- 

dr q 

teten vier Fällen die folgenden: 

" t-4 + L'-* 



Eq\ l v ; El* 2 

G Z 2 — 5/2 + 42* 
EU* 8 

G F — Glz + 62» 
EP 12 

G Iz — z* 



EX % 2 
Führt man die obigen Werthe ein., so erhält man den 

Werth von - in den Stellen des Krümmungsmaximums: 

_ 9g ** G £_ 

' ' - ' 128 EX % * 24m*' 8EX*' 

Hingegen sind die Werthe von — an den Endpunkten; 

bei 2 = 0: 
PI _GP_ _GP_ GP 



Eq\* ^ 2Ek 2 8Ek* 12 EX 2 

bei z = /: 
g/ * , 0. 

In den beiden ersten Fällen also tritt die grössle Spannung 
bei 2 = ein ; im dritten Fall nimmt dieselbe an beiden Enden 
gleichzeitig denselben grössten Werth an, im letzten Fall ist sie 
am grössten in der Mitte. 

Führt man den gefundenen grössten Werth von - in den 

Ausdruck der Spannung ein und setzt 

Q 
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wo T die gross te zulässige Spannung bedeutet, so erhält man 
den Ausdruck für das Tragvermögen des Stabes. In den vori- 
gen Problemen also hat man die folgenden vier Gleichungen, 
welche man auf diese Weise bildet: 

»(?+?)-'■ 

— • — = T 
X 2 8 

Ä GP 

— • — = T 
X* 12 

* GP — T 

a*'T — 

Setzt man im ersten Falle P = 0, so dass der Stab immer 
nur eine gleichförmige Belastung auszuhalten hat, so ergeben 
sich die Werthe der zulässigen Belastung für die Längeneinheit 
hienach aus den Formeln: 

« TP TP ,„ TP TP 

W G = 2 -n' *'n> w-ä- s '~ P r 

Sie ist 4mal so gross bei Unterstützung beider Enden, als 
wenn nur ein Ende gehalten wird; 6 mal so gross, wenn beide 
Enden eingeklemmt sind. 

Andrerseits ergeben sich, bei gegebener Belastung die zu- 
lässigen Längen: 

<=yi- >V% >/%• '/!• 

und die für gegebenes Gewicht und gegebene Länge nöthige 
Trägheitsradien : 




-'"§■ >Vw >V%? >VU 



Ist eine Längsspannung vorhanden, die aber nicht so exce 

siv gross ist, dass sie in der Gleichung der Curve berücksichtig 

Eh 
werden müsste, so treten an Stelle des Ausdrucks — die b 

9 

den folgenden: 

S_ . Eh^ S_ _ Eh? 9 
9 9 ' Z 9 * 
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wenn S die spannende Kraft ist, h, ti die Abstände der nach 
entgegengesetzten Seiten von der ßiegungsaxe des Querschnitts 
entferntesten Fasern bedeuten. Man kann naturlich mit diesen 
Grössen genau dieselben Betrachtungen durchführen, wie vorhin für 

die eine — . Ist wieder K = h, so wird in jedem Querschnitt 

eine der äussersten Spannungen vergrössert, die andre verkleinert, 
wohl selbst in ihr Gegentheil verkehrt. Es wird nicht nötbig 
sein, auf diese einfachen Verhältnisse hier näher einzugehen. 

§. 86. Berechnung der Trägheitsradien. 

Die im Vorigen vorkommenden Betrachtungen beruhen we- 
sentlich auf der Kenntniss des Trägheitsradius X, über dessen 
Berechnung denn hier einiges beigefügt werden mag. 

Gemäss der bei Einführung von x, X gegebenen Definition 
(82), p. 98 war k*q das Trägheitsmoment des Querschnitts in Be- 
zng auf die FAxe (welche in dem vorhin behandelten Falle ge- 
gen die Biegungsebene senkrecht war), x*q ebenso das Trägheits- 
moment für die XAxe; also 



l*q = I x*dq, x 2 q = / y 2 dq. 



Damit war die Bestimmung dieser beiden Grössen auf die Be- 
lohnung zweier Integrale zurückgeführt, vorausgesetzt, dass die 
^age der Hauptaxen bekannt vorlag. Anders aber wenn diese 
Se Ibst erst gesucht werden müssen. 

Sind zunächst irgend zwei durch den Schwerpunkt gelegte 
ai *f einander senkrechte Axen gegeben, X r t Y, und nennen wir 
r » ip die Polarcoordinaten eines Elements dq mit den rechtwink- 
tigefl Goordinaten x, y, so sind, in Bezug auf ein Goordinaten- 
s y stem, dessen -TAxe mit X den Winkel a, mit Y' den Win- 
kel a bildet, die Polarcoordinaten desselben Elements 

2 

^ *=3 r cos (<p — et) , y = r sin (<p — et), oder man hat 

x = r cos (cp — et) = x cos et + y sin et 
y = r sin (cp — et) = y cos et — x sin et. 

Denken .wir uns nun unter X, Y die Hauptaxen des Quer- 
Sc hoitts, deren Lage bekannt ist, sobald man den Winkel et ge- 
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funden, so hat man nach § 28 zur Definition der Hauptaxen 
die Bedingung: 

(20) . . . = / xy dq = I ix cos a + y sin a) (y'cos a — x'sin a) dq; 

die Trägheitsmomente l*q, x*q aber bestimmen sich durch die 
Formeln : 

X*q = / x 7 dq = / [x' cos a + y sin <*)* rfy 
(21) ■■•{ J r J r 

x*q = I y*dq = I (y' cos« — a:' sin a;* rfgr. 

Nehmen wir nun an, es sei die Grosse des Querschnitts 
bestimmt, und man habe zugleich für das ursprüngliche Coordi- 
natensystem die drei Integrale 

/ x'*dq, j xy'dq, j y 1 dq 

berechnet. Setzen wir 



(21) 






a it .q=jxydq t 
so gehen die Gleichungen (20), (21) in die folgenden über: 

{A 2 = a n sin 2 a — 2a 12 sin et cos et + « 2 t cos*" 
x 2 = a n cos 2 « + 2a, 2 sin a cos or + a 2t sin'a 
= a n sin a cos et + a Jt (sin*a — cos 2 «) — a tt sina cos ct. 

Aus diesen drei Gleichungen sind et, X, x, Lage der Haupt- 
axen und Grösse der Trägheitsradien zu berechnen. Zu diesem 
Ende kann man zwei Wege einschlagen. 

Der nächstliegende besteht darin, dass man aus der letzten 
Gleichung mit Hülfe der Fofmel 

/Ä-X 2sin et cos et 2a i9 

24 — — = tg 2« ?= «— 

cos*a — sm z a a n — a tl 

den Winkel <* berechnet. Dies führt auf zwei Werthe von 2a, 
welche sich nur um zwei Rechte von einander unterscheiden. 
Unter diesen giebt es stets einen, für welchen auch noch: 
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(24*) sin 2 et = 



2a 



it 



6os 2a = 



a 



ii 



a 



22 



Wählen wir diesen und führen mittels der Formeln 



VK—« n Y+W 



cos 2 «* 



1+ cos 2a 



sin 2 « = 



1 — cos 2a 
2 



sina cosa 



sin 2a 



die Werthe von cos a, sin et in die Ausdrucke von x, X ein, so 



ergiebt sich: 



(25) . . 



V = i {«11 + «22 - ^(«22 - «!,)" + 4« 12 2 } 



*' = 4 {«11 + «22 + ^(«22 — «Ii)' + 4 V}' 

Der zweite, elegantere Weg besteht darin, dass man zu- 
nächst die erste Gleichung (23) mit cos a, die dritte mit — sin a, 
oder die erste mit sin a, die dritte mit cos a multiplicirt , und 
sodann die zweite mit cos or, die dritte mit sin a, oder die zweite 
mit sin a, die dritte mit — cos a. Addirt man jedesmal die er- 
haltenen Paare von Gleichungen, so ergiebt sich: 



(«n — x? ) cos a + «12 sin a = 
a l2 cos a + (a 22 — x 2 ) sin et = 0. 



(a n — X 2 ) sina — a ti cos et = 
— a it sin et + (a 2t — X 2 ) cosa = 

Eliminirt man den Winkel et aus jedem dieser Systeme, so er- 
giebt sich für x 2 , X 2 dieselbe quadratische Gleichung, welche, wenn 
man durch z die Veränderliche darstellt, die Form 

(«11 — *) («22 — *) — «12 2 = 

hat. Die Auflösung dieser Gleichung giebt 

* = i {«ii + «22 ± /(«22 — «n) 2 + 4 «i2 2 }• 
und damit unmittelbar die oben in (25) angegebenen Werthe von 
x 2 , X 2 . 

Als Beispiel werde ich den Fall 
eines Parallelogramms behandeln, 
dessen eine Seite, der F'Axe paral- 
lel gerichtet, die Länge n hat, wäh- 
rend die andre , m , den Winkel y 
gegen die erste bildet. Fuhrt man 
schiefwinklige Coordinaten r, s ein, 
welche den Axen parallel gezählt 
werden, und setzt demgemäss: 

x = s sin y , *y = r + s cos y, 
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betrachtet man ferner als Element der Fläche ein kleines Parallelo- 
gramm mit den Seiten dr , ds siny, so hat man: 

q = aß siny, und 

m n 
J 1 

a it . aß siny = / I (r + s cosy)* dr ds sin y 



m n 
"2 ~~T 



m n 



a tt . aß siny = / / s 2 sin* y .drds sin y 



2" " T 



2" 2~ 



a 12 . aß siny = I / * siny (r + * cosy) ar <fe siny 



m - n 

~n ~1 



oder, nach Ausführung der Integrationen: 

m 2 + n 2 cos*y n 2 sin* y 

u 12 tt 12 

n* siny cosy 
v if 12 

Daher geben die Gleichungen (24*) für die Lage der Haupt- 
axen die Bestimmung: 

m 2 + n 2 cos2y 



cos 2 CK = 



sin 2 a = — 



j/m 4 + n 4 + 2m 2 n* cos2y 
n 8 sin2y 



j/m 4 + n 4 + 2m 2 n 2 cos2y 

Die Gleichungen (25) aber liefern die Trägheitsradien de 
Hauptaxen selbst: 

A 2 = fa {m* + n* — j/m 4 + n 4 + 2m 2 n 2 cos2y} 

x 2 = ^ {m* + n* + j/m 4 + n 4 + 2m 2 n 2 cös2y} . — 

Schon in § 30 ist darauf hingewiesen worden, dass we 
in dem Querschnitt eine Symmetrieaxe existirt, diese zuglei 



eine Hauptaxe ist. In diesem Fall ist also das Coordinatensyste :a 
X, Y ohne Weiteres bekannt, und es bleibt nur die Aufgab«» 
die Integrale 
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l* q = I X* dq, %* q = I y* dq 

direkt zu berechnen. Man kann sich, um die Rechnung durch- 
zuführen, die Fläche in Streifen getheilt denken, entweder par- 
allel der -TAxe, von der Breite dy , oder parallel der FAxe, von 
der Breite dx. Hält man die erste Vorstellung fest, und inte- 
grirt, indem man dq = dxdy setzt zuerst über einen solchen 
der ZAxe parallelen Streifen, dessen Endpunkte die Coordinaten 
oc of x x haben mögen, so findet sich 

? q = ß£=f£ dy, **q= fy* (*-*„) dy , 

wo die Integration sich nun noch in der Richtung der FAxe 
über alle Streifen erstreckt, aus denen der Querschnitt besteht; 
dabei sind dann x if x Q aus der Gleichung der Begrenzungscurve 
durch y auszudrucken. 

Hält man hingegen die zweite Vorstellungsweise fest, und 
integrirt zuerst parallel der FAxe, so kommt: 

A* q = Jx* fo-yj dx, ** q = j y -tzül dx; 

"fe Endcoordinaten y x , y Q des Streifens sind durch x mittels der 
Eichung der Begrenzungscurve auszudrucken , und sodann nach 
00 ober alle Streifen zu integriren,' in welche die Fläche zer- 
' e gt war. 

Ist die Fläche ein Rechteck mit den Seiten a, b, so ist nach 

der* ersten Anschauungsweise x i = — x = - , und die Grenzen 
fu** y werden — -, -; so dass 

J 12 * 12 12' 

2 

*ab=Jay*dy = — , *» = -• 

2 

Ist die Peripherie des Querschnitts eine Ellipse, und stellt 
^ a ** diese etwa durch die Gleichungen 
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x = a cosqp, y = b sin 9 
dar, wo a, b ihre Hauptaxen bedeuten, so wird 

x t = — x = a cosg>, dy = b cosgp <fy>, 
und die Grenzwerthe, welche q> für die äussersten, der JAie 

parallelen Streifen annimmt, sind — — , + —• Daber 



t _ 2a*b r a * 

* • 9. — ~^~ I cos 4 9> dq> = — 



b 
4 



2 
x 2 . q = 2a s 6 / sin 2 9 cos* 9 tfg> = — , 



n 
T 



oder, da q = aft tt: 

22 _ a% * — b l 

Die Lage der Hauptaxen wird endlich nothwendig unbe- 
stimmt, sobald gleichzeitig a it = 0, a n = a^, wo dann ig 2* 
die Form % annimmt, In diesem Fall findet sich ferner aus (23)* 

l* = x 2 == a iit 

so dass jede Axe Hauptaxe sein kann, und immer dasselbe Träg- 
heitsmoment besitzt. Es werden also dann alle Trägheitsmomente 
einander gleich, wie man auch die Axe legen mag, und iß 
diesem Fall genügt die Berechnung eines einzigen Integrals. 

• 

Dies tritt z. B. immer dann ein, wenn der Querschnitt zwei 
Symmetrieaxen besitzt» welche gegen einander nicht senkrecht 
sind. Jede Symmetrieaxe konnte nach dem Vorigen nämlich al § 
Hauptaxe angesehen werden; die beiden Symmetrieaxen führen 
deswegen auf zwei verschiedene Hauptaxensysteme, und diese 
können nur dann existiren, wenn es deren unendlich viele giebt, 
d. h. wenn jede Axe als Hauptaxe betrachtet werden kann. 

Ein Beispiel bildet ein regelmässiges Polygon. Die Berech- 
nung des einen Integrals geschieht dabei leicht auf folgende 
Weise. Da l* = x 2 , so ist auch 

X* q = f* 2 dq =Jy* dq = ± J{x*+y*) dq. 
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Da nun x*-\-y* das Quadrat des Abstandes von dq bis zum 
Mittelpunkt ist, so ist in diesem letzten Integral keine Spur von 
<ter zufälligen Lage des Coordinatensystems mehr vorhanden , und 
denkt man sich also dasselbe in 2n Theile getheilt, deren jeder 
^ch auf eines der in Dreiecke bezieht, die ihre Spitze im Mit- 
telpunkt und die Hälfte einer Polygonseite zur Grundlinie haben, 
so muss jeder dieser In Theile denselben Werth haben. Dehnt 
*nan demnach die Integration nur über die Fläche eines solchen 
Dreiecks aus, so hat man: 

l*q = nftx*+y*)dq. 

Legen wir jetzt, um das Integral für ein einzelnes Dreieck 
z u berechnen, das Coordinatensystem so, dass der Anfangspunkt 
Ble früher bleibt , die XAxe aber mit der zur Polygonseite senk- 
re chten Kathete zusammenfällt. Zerlegt man die Fläche des 
" f eiecks in Streifen von der Breite dx, und bemerkt, dass der 

am Anfangspunkt gelegene Winkel - , also die Länge eines um x 

V01 ** Mittelpunkte entfernten Streifens y , = x tg — ist, so giebt 

n 

"* e Integration längs eines solchen Streifens zuerst: 

J[x*+y*) dq =fßx* + y*) dxdy ^J^V, + y) dx 

~(» £ + *<)/**■ 
Ist nun« die Seite des Polygons, also -- die eine Kathete des 

D r eickes, — ctg - die andre, so hat man nach x noch von bis 

i 1t 

2 c tg - zu integriren, und findet also 

1 ( a n \ 

fv+* *-(* = + »**) ^pl. 

ttl »ü endlich 

C leb seh, Theorie elast. Körper. 25 
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,, na* / . n , . x\ 

Indess ist der Inhalt des soeben betrachteten Dreiecks 



a* n 



— ctg — und also 
8 n 



na* n 



daher : 



q = — ctg -; 
4 n 



* - b («*■ s + *)• 



was zu finden war. — 

Ich komme nun zur Entwicklung einer Formel, welche ge- 
stattet, das Trägheitsmoment eines zusammengesetzten Querschnitts 
aus den Trägheitsmomenten seiner Theile zu finden. Die ganze 
Aufgabe der Bestimmung von x, X kam, wie man sah, auf die 
Bestimmung der drei Integrale 

a ü?= Jy* d y> <* M q=Jx*dq, <*i*q=Jxydq 

zurück, wo die X, 7 beliebige durch den Schwerpunkt gelegte 
rechtwinklige Axen bedeuten. Nehmen wir nun an, der Quer- 
schnitt bestehe aus einzelnen einfacheren Theilen, deren Schwer- 
punkte in jenem Coordinatensystem die Coordinaten 

haben. Legen wir nun durch diese Schwerpunkte Axen X v F,; 
X %9 Y % . . ., welche den Axen X, Y parallel sind, und bestim- 
men jedes Element dq t des ersten Theils durch die Coordinaten 
x { , y i bezuglich der Axen X x , Y i ; beziehen wir ebenso jedes 
Element dq t des zweiten Theils auf die Axen X %9 Y t , und be- 
zeichnen seine Coordinaten durch a^, y t u. s. w. Alsdann ist 
im ersten Theil 

x = x t + a l9 y = y t + ß t , 

im zweiten 

x = x % + cr 2 , y = y 2 -f ß t , 

u. s. w. Daher, wenn wir die einzelnen Integrale rechts nur 
über die entsprechenden einzelnen Theile des Querschnitts aus- 
dehnen : 
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jy*d q =ßy i +ß i )*dq l +fto t + ßjdq n ... 

=fyf*9i +fy? d ^ • • • + ßi'f^t + ßtf*** . . . 

+ 2 jft fy.dq. + ß.ß.dq,...] 
j a* dq =Jfo + «J» dq t +ßx t + a t )* dq t ... 

=J x \ % dq v + Jcc? dq t ...+ a*J dq i + a t 2 J dq^ . . 
+ 2 ja, jx i dq t + a i jx i dq % + . . . J 
j*y dq = ßx t + «,) (y t + ft) dq, + J (* 9 +«J (ft+ ft) *, . . . 

= J «i Vi ^i + J^ty i dq l ... + ccßj dq.+cc^j dq v „ 

+ a i J Vx d( l\ + a tJ y% d( l% • • • + ft / x t d 9i+ß *J x * d V* • • • 

Hier sind die Integrale f dq k , f dg 2 . . . nichts anderes, 

a » cJie Flächen #, , # 2 . . . der einzelnen Theile. Es sind aber 
ferr*«> r 

A d ?i fvi d ?i 

f d <lx ' fdq t 

" lö Coordinaten des Schwerpunkts des ersten Theils bezogen auf 
" a ^ Coordinatensystem X i9 F",; und da in diesem der Schwer- 
punkt der Anfangspunkt war, so müssen jene Coordinaten noth- 
w ^ndig Null sein, also die Zähler der angegebenen Ausdrücke 
Ve **schwinden. Ebenso hat man 

/ x % dq t = 0, / y % dq % = u. s. w. 
Endlich haben die Grössen 

Jx?dq v J^iVidg^ jy i 1t dq t 

*ur den ersten Theil genau dieselbe Bedeutung, wie a u q, 
a i2#> a nQ m B ezu S au ^ den ganzen Querschnitt. Bezeich- 
nen wir diese Integrale demnach durch a n 'q i9 a i% 'q t , «,/ft, 
ebenso die analogen Grössen für den zweiten Theil durch « U 'V*» 

25* 
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n X i<l % > a t%<!% etc » so erhalten wir aus den obigen Gleichungen 
zur Berechnung von a n , a lt , a i2 folgende Formeln. 



«11? = «11 ?i + «u ?«•••+ <V?1 + °V?2 - • • 

a z%^~ a tt9l% + a *t' ; Q* • • • + ßi*Qi + /V?2 • • • 
«i*« = «i/?i + «i*"«* • • • + «ifttfi+tfiAft- • • > 
wodurch die Berechnung jener Grössen für den ganzen Quer- 
schnitt auf die Berechnung der entsprechenden Grossen für 
die einzelnen Querschnitte und die Bestimmung ihrer Schwerpunkte 
zurückgeführt ist. 

Eine wesentliche Vereinfachung erfahren diese Formeln, 
wenn etwa sämmtliche Schwerpunkte auf einer Geraden liegen, 
welche zugleich Hauptaxe der einzelnen Theile ist. Diese Gerade 
ist dann auch Hauptaxe des ganzen; wählen wir sie zur XAxe, 
so verschwinden sämmtliche a 12 , sowie sämmtliche ß, und die 
a n gehen in die entsprechenden A*, die a %i in die x 2 über. Man 
erhält so die Formeln: 

X % q — k i t q i + V?2 • • • + a i 2 «i + <?2 • • • 
*V = *i 2 ?i +K* 2 ?*- • • 

Diese Formeln sind auch dann noch anwendbar, wenn ein- 
zelne Querschnittstheile als Flächenstücke auftreten, welche aus 
andern herausgeschnitten sind ; wo denn nur erstere mit negativen 
Zeichen eingeführt werden. 

Ich werde diese Formeln insbesondere auf den Fall eines 
Hohlkörpers anwenden, dessen Querschnitt durch zwei ähnliche 
und ähnlich gelegene Figuren mit gemeinschaftlichem Schwer- 
punkt begrenzt wird.j 

Setzen wir also die Flächen aus zwei Theilen zusammen, 
deren einer die volle Fläche, deren anderer der herausgeschnittene 
Theil ist. Da die Schwerpunkte beider zusammenfallen, so ver- 
schwinden auch die a; und sind q 19 q % die Flächen, iL,, *,, l if % % 
die Trägheitsradien beider Theile, so erhält man nach dem Vori- 
gen für den ganzen Querschnitt die Formeln: 

* 2 « = V?, — Vtff * 2 Q = * 2 i?i — ***9*> 
oder da offenbar q = q x — ^ ist : 

Vi— 9z ' Vi — q* 

Vergleichen wir diese Trägheitsradien mit denen eines Quer- 
schnitts, welcher von ähnlicher Form, aber voll ist, und dessen 
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Grösse der des gegebenen gleich kommt, der also einem vollen 
Stabe von gleicher Masse angehört. Die diesenf Querschnitt ent- 
sprechenden Grössen seien durch den Index bezeichnet; es ist 
dann zunächst 

?o = ?i — q v 
Aber, wenn man -annimmt, dass jede Linie des ganzen Quer- 
schnitts q x aus einer entsprechenden von q durch eine Ver- 
grösserung im Verhältniss von 1 : m, jede Linie in q % , durch 
Vergrösserung im Verhältniss von 1 : n entstanden sei, so hat 
man auch: 

X x = m X , x t = m x , X 2 = n X , x % = n x Q , 

q i = m 2 q , q t = n 2 q , 

mithin 

1 = m 2 — n 2 , 

und die Formeln für X 2 , x 2 werden: 

X 2 = X* ( m 2 + n 2 ), % 2 = x 2 ( m 2 + n 2 ) 
— X 2 (2m 2 — 1) , == x 2 (2m 2 — 1). 

Erinnern wir uns nun, dass das Tragvermögen dem Verhält- 

X 2 
niss — proportional wurde, dass aber offenbar h, die Entfernung 

der am meisten entfernten Faser von der Drehungsaxe, = h m, 

so wird: 

X 2 X 2 ( 1 \ 

- = -•- (2m ), 

h h \ m/ 

und das Tragvermögen des hohlen Stabes ist also ge- 
gen das des vollen Stabes im Verhältniss von 1:2m 

m 

vergrössert, wenn die Dimensionen der äussern Figur 
gegen die der vollen Figur im Verhältniss von l:m 
vergrössert sind. 



§ 87. Biegung unter dem Einfluss stetig vertheilter Kräfte, 

verbunden mit Einzelkräften. 

Von den Formeln des § 84 kann man leicht zu dem Fall 
tibergehen, wo nicht blos stetig vertheilte Kräfte auf den Stab 
wirken , sondern wo auch an einzelnen Stellen besondere Einzel- 
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kräfle angebracht sind. Man kann dies so behandeln, dass man 
von den stetig vertheilten Kräften sich einen Tbeil abgesondert 
denkt und diesen dann so einrichtet, dass nur innerhalb sehr 
kleiner Theile des Stabes diese Kräfte einen sehr grossen Werth 
erhalten, an allen übrigen aber verschwinden. Diese stetigen 
Kräfte gehen dann in Einzelkräfte über,. und die Formeln des 
§ 84 liefern leicht die betreffenden Biegungen. 

Eine natürlichere Methode ist vielleicht die, wo man von vorn 
herein sich durch die Angriffspunkte der Einzelkräfte den Stab in eine 
gewisse Anzahl von Theilen zerlegt denkt. Für jeden dieser Theile 
hat man dann eine besondere Gleichgewichtsbedingung anzusetzen; 
und jede derselben hat eine etwas andere Form, da jede der Ein- 
zelkräfte nur dann bei der Aufstellung der Gleichungen zu berück- 
sichtigen ist, wenn der betreffende Theil des Stabes sich zwischen 
z = o und ihrem Angriffspunkte befindet, nicht aber, wenn der- 
selbe zwischen diesem Angriffspunkte und dem andern Ende des 
Stabes liegt. 

Bezeichnen wir die Ausschreitungen in den verschiedenen 
Theilen des Stabes durch u t , u t ... u n , die Entfernungen der 
Angriffspunkte der Einzelkräfte/^, P % ... P n von dem Ende z = 
durch 7j, 7 t + /,, ! t + 7 2 + 7 3 . . ., so dass /,, Z 2 . . . 7 3 die Län- 
gen der einzelnen Stabtheile sind, und ist endlich M das Moment 
der stetig vertheilten Kräfte, so hat man die Gleichungen an- 
zusetzen : 



(26) . < 



Eq * & = M +P£x+hr*)»-+K[h+C-hr*) 



Eqk *I? = M +P*(h+h~h-*)- 

Die Integration jeder dieser Gleichungen führt zwei willkür- 
liche Constanten mit sich. Zur Bestimmung derselben hat man 
die äussern Bedingungen, denen die Enden des Stabes unterwor- 
fen sind; vor allem aber die Bedingung, dass der Stab ein con- 
tinuirliches Ganze bilde, dass also überall, wo zwei Theile des 
Stabes zusammenstossen, die Verschiebungen u und die Winkel 
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der Tangenten gegen die ZAxe, aus jedem der Stabtheile be- 
rechnet, denselben Werth geben. Man hat also für 

du t du„ 
z= h . «, = «„ ^-=-^ 

du 9 diu 



Wenn man diese Bedingungen berücksichtigt, so stellen die 
ersten Integrale der Gleichungen (26) sich sofort unter der 
Form dar: 



du A 
Hz 



_ />,(/,— *)' _ />,(/,+*,— *)» _ />.(/, + /,... 1.-*)» 



2Eqk % 



2Eql* 









2J^A l 



+ 






i>„ (/, + /,.../«— *)• 



ZVv Jt 



2^/1 



/ 'Mdz 
Eql 2 



Mdz , 

2 + * 



** 2EqX % 

Man sieht, dass die Bedingung, es solle für z = /, — * = — ?> 

dz dz 

** 3 = /, -f- /,, — - = -— - werden etc., nichts weiter erfordert, 
1 * dz dz 

s dass die Integrationsconstante or überall dieselbe sei. Ganz 
k^tiso gi e bt e i ne nochmalige Integration: 



(26a) . 
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„ _ f « ('■-*)' . *»(w-*)' . Wt+i* • • 

1— 6EqX* "*" üEqX* '"" r 6^ 

X z 

. . 'Mdzdz 

+ I I -STii- + «* + ß 



r CMdzd. 






Z Z 



+ rr™g + ttt + ß 



Eqk % 



«n 



p«{h+h 



6Eql 



Z 1 



+ ' '^JT + BZ + * 



Auch hier erfordert die Bedingung, dass für z = /, w, 
für 3 = ^ + /,, w 2 = w 3 etc., nichts weiter als dass di< 
stante ß in allen diesen Gleichungen denselben Werth habi 
Bedingungen für die Continuität des Stabes sind hiedurch i 
lieh erfüllt, und es sind nur die Constanten a, ß übrig, 
den anderweitigen Bedingungen gemäss zu bestimmen sine 

Das obige System ist auch dann noch zu benützen, w< 
Kräfte P nicht bekannt, sondern selbst unbekannte Druc 
sind, welche in etwaigen Unterstützungspunkten auftreten, 
treten zugleich neben diesen neuen Unbekannten auch ne 
dingungen auf, welche ausdrücken, dass die Lage der unt< 
ten Punkte eine vorausbestimmte ist. 

Ich werde das Beispiel eines gleichförmig belasteten 
behandeln, welcher mit seinen Endpunkten frei aufliegt, 
n — 1 in gleichen Abständen zwischen jenen gelegenen P 
unterstützt wird. Nennen wir / den Abstand zweier 
Stützungspunkte, so ist /, = / w . . . = / und n . I die Lär 
ganzen Stabes. Zugleich mögen die Druckkräfte, welche \ 
Unterstützungspunkten und dem Widerlager bei z = l aus 
sind, durch Q v Q t ... Q n dargestellt werden, wo denn P i = 
P % = — Q % . . .. Endlich ist, wenn G das Gewicht für die I 

einheit bezeichnet: 

M= G{nl-z)\ 
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'% 



nd so geht das System der obigen Gleichungen über in 

§Eql 2 bEqk 2 '" 6Eql 2 

, G . (n 2 l 2 z 2 nl* , z*\ 

Q t (2l—zf Qn(nl — zY 



6Eqk* 



QEqk 2 



G 



Eqk 2 



( n 2 ?z 2 



nlz 3 



6 




+ TT. ) + az + ß 



u. 



Qninl — zY 
6 Eql 2 



. G (rtfz 2 nlz* z 4 \ 



Die Bedingungen , denen die Constanten unterworfen sind, 
bestehen nun zunächst darin, dass in allen Unterstützungspunkten 
die betreffenden Grössen u verschwinden müssen. Setzt man also 
fär z = 0, u t = 0, für zz= l, u t = w 3 = etc. so erhält man 
die Bedingungen: 

l'.ft+ÄO. + S».©,... + n 3 Ö„= ^- • j» 

l 3 .0 2 +2 3 .<? 3 ... +(n-l)U = ^*- (!.«/ + 0) 



(27) 



, fi.\ 2 .n 2 l 4 \ 



£/ 



1-. ft ... + („- 2 )*0 n = ^ (2al + ß) 



/ a 



, /3.2 2 .n 2 , , 2 4 \ 



G/ 



l'.0.= 6 -^A 2 [(n-l)«/+fl 
, /3.(«-l) 2 w 2 , , , (n— 1) 4 \ 

6Eqk 2 



= 



(na/ + 0) 



, (Zrf.n 2 3 , « 4 \ „, 
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Zu denselben treten noch zwei andere, welche ausdrücken, 
dass an den frei aufliegenden Enden keine Krümmung stattfindet, 

dass also — = f ür z = und z = l verschwindet Der zweite 
dz* 

dieser Bedingungen ist inzwischen, wie man leicht sieht, schon 

erfüllt, die erste giebt: 

Gn*l 
(28) Q t + 20, + . . . nQ n = — . 

Um nun aus den Gleichungen (27), (28) die Unbekannten 
Q t , 2 • . • Q% ^ finden , kann man folgendermassen verfahren. 
Welches auch die Zahl t sein mag, immer hat man die Gleichungen: 



(,- + 4 ) -4(i + 3) +6(i 

(« + 4) f — 4(.'+3)« +6(' 
(i + 4)« - 4(i + 3)> + 6(i 

(f + 4)«— 4(i + 3) 4 + 6{ 



+ 2) _4(i +1) +f=0 
+ 2)» — 2(f + l)* + j*=0 
+ 2)« — 4(t + 1)» + f»=0 
+ 2) 4 — 4(i.+ l) 4 + t 4 = 24. 

Addirt man also zu jeder der Gleichungen (27) die vier fol- 
genden, bezüglich multiplicirt mit — 4, + 6, — 4, + 1, so 
erhält man das einfachere System: 

öt + 40, +ß, = 6Gl 
(29) Qt + 40s +04 = 6(3 



l 0*-a + *Q~-z + O^i = 6G/, 
welches, verbunden mit den letzten vier Gleichungen (27) jenes 
System ersetzt. Bestimmt man zunächst aus (29) die Q durch eine 
möglichst geringe Anzahl unter ihnen, so bleiben nothwendig zwei 
unbestimmt; oder mit andern Worten, es wird dem System auf 
die allgemeinste Weise genügt, wenn die Losungen zwei willkür- 
liche Zahlen enthalten. Dies aber erreicht man immer, wenn man 

Q t = Gl + Ap* + Bq* 
setzt, unter p, q die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

z * + 4z + 1 = 

verstanden. Denn setzt man 

(30) . . . P* + 4/> + 1 = 0, tf + \ q + i = o, 

und führt die Werthe der Q i in die Gleichungen (29) ein, so 
werden jene Gleichungen identisch erfüllt, und A, B bleiben ganz 
willkürlich. Da nun aus der quadratischen Gleichung 
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p = — 2 + j/J, q = — 2 — /S 

folgt, so hat man: 

yz) +B(-2- YZ) 

(31) ;v s =<r« -r *[— '-cVzY +B(—2 — y$y 



(Q x =Gl + A(—2 + 
\0, = Gl + A{—2 + 



Q^ = G l + A(—2 + Vz)»-* + B(— 2—VS)~*. 

Ferner aber folgt, wenn man zu der viertletzten Gleichung 
(27) die drei folgenden addirt, multiplicirt mit — 3, 3, — 1, 
oder zur drittletzten die beiden folgenden, mit — 2, 1 multiplicirt: 

f ön-« + 5ön-i +60 n =9G/ 

(32) \ 7 

ivas denn, verbunden mit (28), genügt, um A, B, Q n , und also 
die ganze Druck vertheilung zu ermitteln. Man kürzt inzwischen 
die Betrachtung durch die Bemerkung ab, dass wegen der Sym- 
metrie der Anordnung nothwendig; 

oder allgemein 

Ap* + Bq i = Ap*-* + Bq»-*. 

Da nun wegen der quadratischen Gleichung das Product pq 

1 
gleich 1, oder q == — ist, so schliesst man, dass diese Gleichung 

nur für alle Werthe von t bestehen kann, wenn 

Ap n = B. 
Ausserdem erhält man aus (32): 

Q«-2 + 40 tt -i = ^ Gl, 
oder: 

JHP** + 4p-') + B(q*^ + 4}-') = ^ ; 
oder auch, wegen der quadratischen Gleichung: 

Gl 
Ap» + Bf= — -• 

Das mit der vorigen Gleichung für A, B verbunden, giebt 

sofort, indem wir q durch - ersetzen: 

P 

Gl p n Gl 1 
B = -4- — i. A = 



2 1 + p n ' 2 \+p n 



i 
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Und sonach werden die Druckkräfte Q lf Q t . . . aus (3 
durch die allgemeine Gleichung dargestellt: 



.*-«(•- &?9 



wo 

P = — 2 + K3\ 

Eine Ausnahme von dieser Formel macht nur Q n , welct 

nach (32) den Werth 

P + i>" - ' 



0» = Gl iü + 12(1 +p-)l 



annimmt. 

Die Druckvertheilung ist durch diese Formeln völlig geget 
Man bestimmt auch leicht aus den letzten Gleichungen (27) 
Constanten <r, ß und demnach die Verschiebungen selbst, 
indess hier kein hervorragendes Interesse hat. 

Auch kann man von diesen Resultaten ausgehend, leicht c 
gefährlichen Querschnitt, d. h. denjenigen bestimmen, in welch* 

- den grössten Werth hat. Dabei ist nur zu bemerken, <fc 
Q 

ausser den Punkten eines wirklichen Maximums der Krümrau 
und den Endpunkten hier auch noch die Endpunkte der v 
schiedenen Stabtheile, also die Angriffspunkte der Druckkrä 
selbst in Betrachtung kommen. Es genügt diese Punkte fc 
angedeutet zu haben. 



§ 88. Veränderliche Querschnitte. 

Wenn man es sich gestatten will, so kann man ganz ä 
liehe Betrachtungen auch dann noch anwenden, wenn die 
bundenen Stabtheile verschiedene Querschnitte haben ; wobei d 
in den Formeln des vorigen § nur auch q . X 2 von Theil zu T 
sich ändert. Diese Anwendung ist nicht mehr völlig streng, in- 
wohl zu gestatten, sofern die Abweichungen der aufeinandei 
genden Querschnittsformen nicht sehr gross sind. 

Mit viel grösserer Strenge kann man jene Formeln, u 
geringen Modificationen, benützen, wenn neben Einzelkräften j 
die stetigen Kräfte, also die fortlaufenden Belastungen an gewi 
Stellen sich sprungweise ändern. Alsdann sind die Ausdr 
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von M selbst in den verschiedenen Stabtheilen verschieden; da 
inzwischen dabei an der Methode nichts geändert wird, so genügt 
es, auf Probleme dieser Art und ihre Behandlungsweise hingewie- 
sen zu haben. 

An die Betrachtung sprungweise veränderlicher Querschnitte 
fcnüpft sich leicht die Betrachtung eines Körpers, dessen Quer- 
schnitt, innerhalb enger Grenzen, sich stetig verändert. Dieser 
Fall ist natürlich strenge genommen in den Formeln, welche wir 
hier zu Grunde gelegt haben, nicht enthalten; doch kann man 
sie mit einiger Annäherung auch dann noch für passend erachten, 
wenn die Veränderungen der Querschnitte, so wie ihre absoluten 
Grössen, hinlänglich klein sind. Man hat in den Grundformeln 
§ 84 (9), (10), dann nur g sowohl als X als eine gegebene Func- 
tion von z zu betrachten, im Uebrigen aber genau so zu ver- 
fahren, wie dort geschehen. 

Man kann indess aus diesen Betrachtungen insbesondere das 
Problem ableiten, die Veränderung der Querschnitte so zu be- 
stimmen, dass der Stab in jedem seiner Querschnitte gleich stark 
in Anspruch genommen sei, dass also die Spannung der äusser- 
sten Faser in jedem Querschnitt dieselbe Grösse habe; eine Auf- 
gabe, welche für gewisse Kräftesysteme wenigstens gelöst werden 
kann, weiche für andre offenbar unmöglich ist und keinen Sinn hat. 
Ich werde dabei immer voraussetzen, dass die auf das Innere 
wirkenden Kräfte nur von z, nicht von der Lage des Punktes im 
Querschnitte abhängen, wie dies mit grosser Annäherung meistens 
d ft ** Fall ist. Alsdann nehmen U, V die Form A.q, B.q an, und 
es sind dann A, B die Componenten der auf das Innere wirken- 
der* Kräfte, bezogen auf die Volumeneinheit. 

Bei dieser Aufgabe erscheinen die Grössen q, k als Unbe- 
kannte des Problems. Da es deren zwei sind, so ist die Aufgabe 
n *olit völlig bestimmt, sondern man kann über die Gestalt des Quer- 
sc linitts noch in einer gewissen Weise verfügen. Ich werde an- 
a ^limen, sämmtliche Querschnitte seien ähnliche Figuren von ge- 
S^bener Form, deren Schwerpunkte im natürlichen Zustand eine 
K^rade Linie, die ZAxe, bilden. 

Bezeichnen wir nun durch q t den Querschnitt am Ende z=7, 
^Urch X t seinen Trägheitsradius, durch h { die Entfernung seiner 
fcussersten Faser von der FAxe des Querschnitts. Für jeden an- 
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dem Querschnitt seien dieselben Grössen durch g, l, h bezeich- 
net. Der Aehnlichkeit der Figuren wegen ist dann: 

(33) ? = ^i?i> X = ^ l i ; 

so dass die Grösse h als einzige Veränderliche zurückbleibt, und 

als Function von z zu bestimmen ist. Die gefundene Gleichung 

A = f (z) hat sodann eine einfache geometrische Bedeutung ; die 

entferntesten Punkte der Querschnitte, auf die ZZ Ebene projicirt, 

bilden eine Curve, deren Gleichung h= f (z) ist. 

Die grösste Spannung in jedem Querschnitt stellt sich nach 

Eh 
§ 85 durch die Grösse — dar. Damit also diese Spannung für 

alle Querschnitte derselbe sei, muss — überall denselben Werth 

9 

haben, und bezeichnet wieder T den Werth dieser grössten 
Spannung, so hat man 

q E 

Setzt man nun aus dieser Gleichung für - = -— seinen 

q dz* 

Werth in die Gleichung (9), und drückt auch?, I aus (33) durch 

h aus, so erhält man: 

*&£.* = * 
1 

= (-0, + K(l -')+£i ]*£- *) #&• 

Z 

Um aus diesen Gleichungen h zu entwickeln, differenzire 
ich zunächst, wodurch sich die Gleichung 

Z 

ergiebt; setzt man noch in der ursprünglichen Gleichung z = /, 
so findet sich die Grenzbedingung; 

(35) ^ ={A- 

Ist in dieser Gleichung das Drehungsmoment (Ä) t gegeben, so 
wird dieselbe massgebend für die Grösse dieses letzten Querschnitts. 
Denn da die Form des Querschnitts gegeben sein soll, so sind 
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it 1 

±±-, _j gegebene numerische Grössen, und es findet sich daher aus 



der obigen Gleichung: 






wo nunmehr rechts alles bekannt ist. 

Setzt man in der Gleichung (34) z = /, so ergiebt sich 



h* \dz/i 



r 

Man erhält hieraus die Tangente des Winkels, welche die 
geometrische Tangente der oben erwähnten Curve h = f (z) am 
Ende gegen die Stabaxe bildet: 



(36) 



' ' \dzji ~ STq^* ~ 3 V q x k* ' 



während — ^ unendlich wird. Ist also am Ende kein Drehungs- 



T(A')f 

Es zeigt sich, dass für {A\ = die Gössa h t verschwindet, 
dht 

dz 
naoment thätig, so erscheint der Stab dort abgerundet. Ist hin- 

£egen ÜT = 0, so verschwindet -j 1 ; der Stab endet cylindrisch. 

Diflerenziren wir endlich nochmals die Gleichung (34), so 
er halten wir für h die Differentialgleichung zweiter Ordnung: 

J dz\ dz) 3?V 

Die Integration dieser Gleichung führt zwei willkürliche Con- 

s ^*iten mit sich, zu deren Bestimmung die Gleichungen (35), (36) 

! ^*ien , oder wenn man den ersten gemäss A, bereits bestimmt 

^V, die Gleichutfg (36} und die Bedingung, dass für z = l, h in 

i ^übergehe. Ich bemerke, dass die Gleichung (37) von der Grösse 

_ TL 

\ *iur scheinbar abhängt. Denn wie schon gesagt, ist der Quotient y 

e ***e reine Zahl, welche nur von der Gestalt des gewählten 
^Verschnittes abhängt. 

Sei die Schwere die einzige wirkende Kraft, aiso Ä = G, 
^"o Q das Gewicht der Volumeneinheit bedeutet. Setzt man dann 
^^r Kürze wegen 

(38) 



2 k*A 
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so geht die Gleichung (37) über in : 

d /.. dh\ 5m 



(*• £) = 



rf« \ dz/ 2 

Dieselbe wird integrabel, wenn man sie mit h* — multipli- 
cirt; und durch Integration findet man: 

(39) (*• fj= «*■ + c. 

Die Constante c bestimmt sich aus den Gleichungen (35), (36). 

ji 

Denn setzt man z = l, und für k, -— die dort gegebenen Werthe, 

dz 

so findet sich: 

<-) -(^-^ 

Die Gleichung (39) aber giebt dann: 

h l dh 

j/mh b + c 

ein Ausdruck, welchen man im Allgemeinen durch Reihenent- 
wickelung behandeln muss, um h durch z auszudrücken. 

Ich bemerke indess, dass das Problem lösbar wird, wenn 
auf das Ende des Stabs keine äussern Kräfte wirken. Es wird 
dann unbestimmt; denn nimmt man nur h t = an, wodurch 
der wie schon erwähnt rein numerische Werth des in m vor- 

h 
kommenden Verhältnisses — * nicht geändert wird , so sind die 

Gleichungen (35), (36) von selbst erfüllt, so dass jede Bedingung 
zur Bestimmung der Constante c fortfällt. Man kann diese also 
z. B. gleich Null setzen; und es bleibt dann 

dh 
oder 



,— L " + Const., 



'=f^ +c 



» = J (■ + Cf- 
Da nun für z = / h = werden sollte, so ist noch 

C = — l, 



und also endlich 



* = "e- *)•• 
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Die gesuchte Curve ist also eine Parabel, deren Scheitel 
am Ende des Stabes liegt, und deren Axe gegen die Stabaxe 
senkrecht gerichtet ist. Aber diese Curve ist nur eine einzige 
unter der unendlich grossen Anzahl derjenigen, welche die Glei- 
chung (41) in sich schliesst. 

Anders gestalten sich die Verhältnisse, wenn gar keine Kräfte 
auf das Innere wirkend gedacht werden, sondern wenn nur das 
Ende z = l Kräften unterworfen ist. In diesem Falle ist A = 0, 
also nach (37) 

(«) *£—. 

und durch nochmalige Integration : » 

(43) v j = cz + c. 

Die Constanten c. c bestimmen sich den Gleichungen (35), 
(36) gemäss. Entnimmt man nämlich aus jenen Gleichungen die 
Werthe: 



\dzji ~ 3 V q^' TA{* 



so geben die Gleichungen (42), (43), für z = /: 

_ h t(M\ _ X V 
C ~ 4 \dzji~ 3J 'ftV* 

C ^V d= V . 4 + n 

3 Tq x l* 3 

Mit Hülfe dieser Bestimmungen ist endlich die Gleichung 
der gesuchten Curve: 

Wenn auch A[ — 'o, also nur am Ende des Stabes eine ge- 
gen seine Axe senkrechte Kraft wirkt, hat man einfacher: 

3 






Clebsch, Theorie elast. Körper. 26 
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eine cubische Parabel, deren Scheitel sich im Endpunkte des 
Stabes befindet. 



§ 89. Biegung bei sehr grossem Zag oder Druck in der Rich- 
tung der Längsaxe. Säulenfestigkeit. 

Ich kehre zu den Gleichungen des § 83 zurück, um auch 
diejenigen Fälle in Betracht zu ziehen, in denen eine sehr grosse 
Zug- oder Druckkraft, welche in der Richtung der Stabaxe wirkt, 
die Berücksichtigung der Glieder S (u t — u) in dem Ausdrucke 
von M (p. 365, oben) erforderlich macht. 

Bezeichnen wir jetzt durch M das Drehungsmoment aller Kräfte, 
welche gegen die Stabaxe senkrecht gerichtet sind, so wird das 
vollständige Drehungsmoment 

M — S (u t — u) , 

wo S t wenn positiv, eine am Ende dex ZAxe parallel wirkende 
Zugkraft, wenn negativ, eine Druckkraft bedeutet; und wo u l die 
Ablenkung des Endes z = / darstellt. In der Gleichung, von 
welcher die Biegung abhängt: 

(44) EqV g = M - S (u, - u) 

ist dann nicht mehr der ganze Ausdruck rechts eine gegebene 
Function von z, sondern nur M ist eine solche. Die Variation 
der Constanten führt einfach zur Integration: auf folgende Weise, 
wobei nur zu unterscheiden, ob S positiv oder negativ ist. 

Sei zunächst S positiv, der Stab einer Zugkraft unterworfen. 
Lässt man M erstlich aus, so integrirt sich die Gleichung: 

(45) Egl*^ = — S{ Ul — u) 

durch einen Ausdruck von der Form : 

(46) u = u t + Ae az + Be" az ; 

und indem man diesen Ausdruck in (45) einführt, findet man, 
dass A, B völlig beliebig bleiben, und dass 

w « = /■£? 

Um nun in (44) auch M zu berücksichtigen, denken wir 
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uns, es habe auch das Integral von (44) die Form (46). Dann 
können naturlich A, B nicht mehr constant sein; vielmehr müs- 
sen sie beide als veränderlich eingeführt werden, und da man 
so zwei Unbekannte statt einer einführt, so kann man zwischen 
beiden eine beliebige Relation festsetzen. Man wählt diese in 
der Weise, dass auch der erste Differentialquotient von u dieselbe 
Form beibehält, wie wenn A, B constant wären; so also, dass 
die von der Differentiation von A, B herrührenden Theile für 
sich verschwinden. Dies giebt die Bedingung: 

dA az i dB — az 

= T" e + J- e ; 
dz dz 

und wenn man mit Rücksicht hierauf den zweiten Differential- 
quotienten von u bildet und in (44) einführt, so erhält man: 

M _dA e az_dB e -az t 
j/EqlfS dz dz 

Aus dieser Gleichung in Verbindung mit der vorigen findet 
man sofort: 

d -. az = M 

dz ~ 2j/Eql t S 

dB _a Z M 

e 




dz 2j/EqX 2 S 

und durch Integration: 

t 

A = — / ~ dz + A 



i 

B= I -;--== dz + B , 
2/EgX'S 



so dass der definitive Ausdruck von u der folgende wird: 

u = u t + A e az + B Q e~« z 

v z z 

Dieser Ausdruck enthält noch drei unbestimmte Grössen; 

26* 
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u t selbst, und die Integrationsconstanten A Q , B . Eine zwischen 
diesen Grössen eintretende Bedingung ergiebt sich von selbst; 
nämlich für z = l, wo u = u t wird: 

(48) = A e ttl + B e-« 1 . 

Zwei weitere Bedingungen muss die Natur der gegebenen Auf- 
gabe liefern. 

Um nur einen einfachen Fall zu behandeln, nehme ich an, 
der Stab sei ausser S gar keinen äusseren Kräften unterworfen, also 
M = 0; aber er sei an seinem Ende (2 = 0) fest, und gezwun- 
gen eine von der ZAxe sehr wenig abweichende Richtung anzu- 
nehmen. Der kleine Ablenkungswinkel sei s, so dass — = b 

dz 

für 2 = 0. Hieraus ergiebt sich, dass der Ausdruck für u über- 
geht in: 

u = u,+ A e az + B Q e~ az , 

und dass für 2 = 0: 

= w, + A + B 

* = « ( A o — B o)- 
Hieraus, in Verbindung mit (48) findet man: 

«. »— <d e „vi 

A o = —rzi TK f B * ~ — 



«(««'+*-«0 a(e al +e- al ) 



<d » — (xl 
b e — e 

u, = — 



« e al + e - al 



Und der Ausdruck für u wird endlich: 



B 
U = 



a - eCc l + e -al 

Ist der Stab einem Druck J = — S in der Richtung sei- 
ner Längsaxe unterworfen, so erhält man ähnlich aus (44), in- 
dem man zunächst M auslässt: 

q dz 1 = (^ — M ) ; 
eine Gleichung, welche durch den Ausdruck 

(49) u = w, + A cos ßz + B sin ßz 

integrirt wird. Und zwar sind A, B dabei, wie eine Einführung 
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dieses Ausdrucks in die obige Gleichung lehrt, ganz willkürlich, 
ß aber hat den Werth: 

Wendet man nun den Ausdruck (49) auch zur Integration 
der vollständigen Gleichung 

d*u 
(51) EqV^=M+4(ui — u) 

an, indem man A, B wieder als Veränderliche betrachtet, so hat 
man, wie vorhin zwischen A, B, eine Bedingungsgleichung so ein- 
zuführen, dass auch der Differentialquotient von u noch dieselbe 
Form bewahrt, wie wenn A, B consiant wären. Man setzt also 

dA ■ , dB . . 

— cos ßz + -— sin ßz = 0; 

dz dz 

und die Gleichung (51) geht dann durch Einführung des ge- 
wählten Ausdrucks von u in die Form über: 

dA . dB M 

— — sin pz + —— cos pz = — _ • 
dz dz r j/Eqk*J 

Aus dieser Gleichung , mit der vorigen verbunden , findet 

man sofort: 

dA Msinßz dB Mcosßz 

dz ~ 1}/Eql 2 A ' dz ~ 2 j/Eq 1 % A ' 
und daraus durch Integration 

. Msinßz , 
A = I K dz + A 

l 

. Mcosßz , , n 
B = — / — dz + B Q , 

so dass der definitive Ausdruck von u folgender wird: 

(52) • • • • w = u x + A cos ßz + B sin ßz 

i i 

_ Msinßz , . a C Mcosßz 

+ cos ßz I — , — - — dz — sm ßz / — — L_ dz. 
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Auch hier enthält u drei willkürliche Grössen u lf A 9 , B ; 
auch hier tritt zwischen denselben eine Bedingung ein, die man 
erhält, wenn man gleichzeitig z = l, u = u t setzt; die Bedin- 
gung: 

(53) = A cos ßl + B sin ßl. 

Zwei weitere Bedingungen müssen die anderweitigen Bestim- 
mungen liefern. 

Betrachten wir wieder den einfachen Fall, wo Lage und 
Richtung des Elements z = 0, letztere von der ZAxe sehr we- 
nig abweichend, gegeben sind, während andre Kräfte nicht wir- 
ken, also M und die davon abhängigen Glieder nicht vorhanden 

sind. Man hat dann wieder für z = 0, — = e, und' also aus 

dz 

(52) die Bedingungen: 

= u, + A 

* = ßB . 

Mit (53) verbunden geben diese Gleichungen: 

B o = ^> A ° = —ß l % &' u <= 'ß^^ 

und wenn man dies in den Ausdruck von w einführt, erhält man 
den Werth von u in der Form: 

(54) . . . . k = I jsin f$z + lg ßl . (1 — cos ßz) \ . 

Es ist nun aber zu bemerken, dass seiner ganzen Entste- 
hungsart nach dieser Ausdruck nur innerhalb gewisser Grenzen 
richtig sein kann. Denn da eine Druckkraft angewandt wird, so 
können oflenbar, bei grosser Länge des Stabes, endliche Bie- 
gungen eintreten; sollte dies aber geschehen, so sind die Grund- 
lagen nicht mehr vorhanden, auf denen die Betrachtung beruht, 
und man muss auf die Betrachtungen des § 53 zurückgehen. 

Diese Einschränkung, wonach also die Formeln nur für massige 
Längen gültig sind, trifft beim Eintreten einer Zugkraft nicht zu, 
ist aber in dem vorliegenden Falle höchst wesentlich, und ihre Ver- 
nachlässigung hat zu den wunderbarsten Vorstellungen geführt, in- 
dem man die obigen Formeln (oder ganz ähnliche) auf die Theorie 
der Säulenfestigkeit anwandte. 

Denken wir uns eine Säule, welche, an ihrem untern Ende 
eingemauert, am oberen Ende durch eine Last A gedrückt wird. 
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Es gilt die Last zu finden, bei welcher eine Biegung der Säule 
beginnt. Lässt man uun, da die Säule unten vertical ist, also 
ihre Richtung mit der der Kraft ^zusammenfallt, in der Formel 
(54), £ = werden, so wird auch m = 0, also es tritt keine 
Biegung ein. Aber, so lautet der übliche Schluss, dies gilt nur, 
so lange nicht der in u vorkommende constante Nenner cos/?/ 

selbst verschw indet. Tritt dies ein , so nimmt u die Form - an ; 

es kann also Biegung eintreten, und zwar jede beliebige, die 
Säule kann in unendlich viel verschiedenen Krümmungen ihr 
Gleichgewicht finden. 

Dies Resultat ist so offenbar absurd, dass es wunderbar 
scheinen kann, wenn man dasselbe eher auf alle Weise sich annehm- 
bar zu machen gestrebt hat, statt den Grund eines solchen Re- 
sultats in dem Nächstliegenden zu suchen, in einer falschen Voraus- 
setzung. Denn in der That ist es klar, dass sobald cosßl grosse 
Werthe erlangt, wobei denn w, falls e auch sehr klein ist, dennoch 
merklich werden kann, die auf k 1 e i n e V e r b i e g u n g e n berechneten 
Formeln gar nicht mehr anwendbar sind. Zugleich aber wird es 
dann sofort zweifelhaft, ob die erhaltene Grenze cos/?/ = 0, oder 

l = — r wirklich diejenige Grenze ist, bei welcher Biegungen 
2p 

eintreten. Dass dies Resultat dennoch richtig ist, muss als ein 

günstiger Zufall betrachtet werden, wenigstens vom Standpunkte 

derjenigen aus, welche nach der auseinandergesetzten Schlussweise 

verfuhren. 

Da es sich vielmehr hier offenbar um Längen handelt; bei 
denen endliche Biegungen möglich sind, so muss man auf die 

vollständigen Formeln zurückgehn, in denen noch nicht durch 

Q 

seinen angenäherten Werth — - ersetzt war. Zu dieser Annäherung, 

welche auf der Kleinheit der Winkel beruht, den die gebogene 
Stabaxe gegen ihre ursprüngliche Richtung bildet, hat man hier 
gar kein Recht mehr. Die vollständigen Formeln finden sich in 
§ 53 auseinander gesetzt und behandelt. Es fand sich dort, 
(indem man M nur durch A ersetzt) für die Länge des Stabes, 
bei welcher die Biegung beginnt 
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--:/ 



Eql % 



was allerdings mit dem Ausdruck l = — übereinstimmt. 

In Wirklichkeit also beginnt bei dieser Länge der Säule die 
Biegung; darüber hinaus aber sind die Biegungen durchaus an 
keiner Stelle unbestimmt, sondern sind durch die Formeln des 
§ 53 gegeben. Die verticale, nicht gebogene Stellung der Säule 
ist immer noch möglich; aber nur vor jener Grenze ist sie stabil, 
und sie wird labil, wenn jene Grenze überschritten wird. 

Das Gleichgewicht belasteter Säulen beruht offenbar auf zwei 
Umständen. Die Säule darf weder sich biegen, noch zerdrückt 
werden. Ersteres ist durch die Formel 



</™ < 



EqT 2 < lt 

bedingt. Das andere führt, wenn T die erlaubte Spannung ist, 
auf die Formel 

Aq=T, 

zur Bestimmung der Grenze für die Belastung. Aus beiden Glei- 
chungen zusammen sind sodann die passenden Verhältnisse zu 
ermitteln. 

Ist die Säule mit ihrem untern Ende nicht fest, sondern 
kann sich um dasselbe drehen, so würde sie bei einer kleinen 
Biegung offenbar sich so steifen, <Jass das belastete Ende verti- 
cal über dem unterstützten läge, und dass die Mitte der Säule 
vertical gerichtet ist. Man kann die Säule dann so betrachten, als 
wäre sie aus zwei in der oben betrachteten Weise eingemauerten 
zusammengesetzt, deren jeder nur die Hälfte der ganzen Länge 
zukäme. Man erhält also die entsprechende Formel für diesen 

Fall, wenn man im Vorigen — an die Stelle von / setzt, d. h 

man erhält die Bedingung 

V- 

V EqV 

Löst man diese Formel nach J auf, so zeigt sich für 
dasselbe eine viermal so hohe Grenze, wie im vorigen Fall; die 
Tragfähigkeit der Säule ist also vervierfacht. 



I V ^"T 2 < .«. 
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§ 90. Stabsysteme ohne Biegung. 

In der Baustatik wird die Aufgabe von Wichtigkeit, die Bie- 
gungen, Verlängerungen und Spannungen zu ermitteln, welche in 
einem beliebig combinirten Stabsystem herrschen. Denken wir 
uns der Einfachheit wegen, die Stäbe seien in ihrem Innern 
keinen äussern Kräften unterworfen, abstrahiren wir also von 
den kleinen Biegungen, welche das eigene Gewicht in denselben 
hervorruft; obwohl principielle Schwierigkeiten auch der Berück- 
sichtigung dieser letztern nicht im Wege stehen. Denken wir 
uns also zunächst ein irgendwie verbundenes Stabsystem, dessen 
geometrische Constitution gegeben ist. Die Stäbe desselben wer- 
den sich in verschiedenen Punkten treffen, und solche Verbin- 
dungspunkte sollen Knotenpunkte des Systems genannt werden. 
Offenbar ist die geometrische Anordnung des ganzen Systems ge- 
geben, wenn die Lage der Knotenpunkte durch ihre Coordinaten 
bestimmt ist. 

Denken wir uns nun, nachdem alles in 'gegebener Weise 
fixirt ist, Kräfte eintretend, weiche in den verschiedenen Knoten- 
punkten angreifen. Die Aufgabe ist, die kleinen Verschiebungen 
der Knotenpunkte, sowie die in den Stäben dadurch entstehenden 
Spannungen zu bestimmen. 

Der einfachste Fall nun, an welchem sich der ganze Charak- 
ter des Problems bequem entwickeln lässt, ist derjenige, wo alle 
Knotenpunkte nur in die Endpunkte der Stäbe fallen; und wo 
zugleich die einzelnen Stäbe in ihren Verbindungsstellen voll- 
kommen beweglich sind. Denn in diesem Fall treten überhaupt 
keine Biegungen ein; indem sich die einzelnen Stäbe ein wenig 
verlängern, verkürzen, ihre Richtung ein wenig verändern, wird 
sich der neue Gleichgewichtszustand herstellen. 

Es ist dabei festzuhalten , dass alle diese Verschiebungen 
äusserst klein sein müssen, und dass es nur nöthig sein wird, 
ihre ersten Potenzen zu berücksichtigen. Nehmen wir also ,an, 
in dem einfachsten Falle, dessen soeben gedacht war, seien 
x i9 y it %i die ursprünglichen Coordinaten eines Knotenpunkts, 
&k> Vk> z k di e e i nes andern, welcher mit jenen durch einen 
Stab verbunden ist, r ik die ursprüngliche Länge dieses Stabes. 
Nach der Verschiebung nun seien 
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*, + w,> y, + *>i> z t + *>i 

*k+ "*> y h + v k> z k + w k 
die veränderten Coordinaten jener Knotenpunkte, und 

r tk + Qik 
ihre veränderte Entfernung, also Q ik die Verlängerung des Stabes, 
welcher zwischen beiden Punkten sich befand. Da offenbar 
r ik * = (*, — *J« + (y< - y k f + {z t — z k f 

so ist auch ähnlich: 

[r ik +Q ik )*={x i —x k +u i —u k Y+ {y i —y k +v i —v k ) i + {Zi—z^Wi—wtf. 

Aber Q ik und die u, v, w sind sehr kleine Grössen. Zieht 
man also die erste Gleichung von der zweiten ab, vernachlässigt 
die Quadrate der sehr kleinen Grössen, und dividirt endlich durch 
2r tt , so erhält man den Ausdruck der Verlängerung des Stabes 
durch die Coordinaten der ihn begrenzenden Knotenpunkte: 

(55; ? tt — 



r « 



Aus dieser Verlängerung entsteht eine elastische Kraft, mit 
welcher der Stab sich wieder zusammenzuziehen bestrebt ist; 
dieselbe ist im Punkte i gegen den Punkt k gerichtet und um- 
gekehrt, ihre Grösse ist nach § 81: 

A* • 9ik • Qik 



r ik 



wenn E ik den Elasticitätsmoduius, q ik den Querschnitt des betref- 
fenden Stabes bezeichnet. 

Diese Kraft fällt der Richtung nach mit der verschobenen 
Richtung von r ik zusammen; aber da diese von seiner ursprüng- 
lichen nur sehr wenig abweicht, so kann man die obige Kraft 
auch so ansehen, als hätte sie die ursprüngliche Richtung von 
r ik . Und wenn man sie in ihre rechtwinkligen Componenteh 
zerlegen will, hat man sie nur mit den Cosinus zu multipliciren 
die r ik gegen die Axcn bildet. Da nun die Projectionen von r ik 
offenbar x k — x if y k —y if z k —z i sind, so sind die Cosinus derjenigen 
Richtung, welche vom Punkt t gegen den Punkt k gewandt ist: 

x k — x j yk — y% z k z i 

r ik r ik r ik 

und also die im Punkte i wirkenden Componenten der elastischen 
Kraft : 
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r tfc r »k r ik 

In dem Punkte i müssen sich alle Kräfte das Gleichge- 
wicht halten, welche in demselben angreifen. Es sind dies die 
elastischen Kräfte, entsprechend allen Punkten k, welche mit 
dem Punkte t fest verbunden sind, und ausserdem die äussern 
Kräfte, welche in i angreifen, und deren Componenten ich durch 
X i9 Y i$ Zi bezeichnen will. Setzen wir nun die Gleichgewichts- 
bedingungen an, d. h. lassen wir die Summen entsprechender 
Componenten verschwinden , so ergeben sich die drei Glei- 
chungen : 

Y _L_ T E * 9» Q(k (**—*<) _ 
A i + ^* ' 2 — U 

r ik 



(56) 



r ik 

r , y E * g»> Qik { z k — *i) _ n 

'i T *-k — 1 u - 

r ik 



In diesen Gleichungen ist nichts unbekannt als die in den 
q vorkommenden Grössen u, v, w. Sind also n Knotenpunkte 
vorhanden, so treten im Ganzen 3w Unbekannte u, v, w auf. 
Und ebenso gross ist die Zahl der Gleichgewichtsbedingungen 
(56), wenn man für alle Knotenpunkte diese Bedingungen auf- 
stellt. 

Dennoch würde man irren, wenn man glaubte aus den 
Gleichungen (56) die 3w Grössen u, v, rv bestimmen zu können. 
Denn man bildet aus ihnen leicht die sechs Combinationen : 

HX, = 0, £[7 t z t — Z t yi = 

ZYt = 0, " EpM-X^ =0 

' 1^ = 0, 2? (Z,y, - F,*,) = 0, 

aus welchen die Unbekannten ganz verschwunden sind. Diese 
sechs Gleichungen sind nichts als die bekannten Bedingungen 
dafür, dass die äussern Kräfte sich an dem System das Gleich- 
gewicht halten. Da nun diese sechs Gleichungen bei der Bestim- 
mung der u, v, w ganz ausscheiden, so bleiben von jenen noth- 
wendig sechs unbestimmt. 

Dies ist indess in völliger Uebereinstimmung mit den Be- 
trachtungen des § 21, nach welchen immer noch* auszudrücken 
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ist, dass gewisse Punkte und Richtungen, die für die vollständige 
Fixirung des Coordinatensystems nothwendig sind, unveränderlich 
bleiben. Durch solche Bedingungen werden dann immer noch 
sechs weitere Gleichungen hervorgerufen , welche mit (56) zusam- 
men zur Bestimmung der u, v, rv völlig genügen. 

In den meisten Aufgaben aber gestaltet sich die Sache ein 
wenig anders. Es wird in der Regel die Lage gewisser Knoten- 
punkte von vorn herein bestimmt sein, indem dieselben an feste 
Widerlager geheftet sind; und dann sind die Gleichungen (56) 
nicht nur hinreichend, sondern sogar zur Bestimmung der 
m, v, rv nicht alle nothwendig. Für die festliegenden Knoten- 
punkte nämlich sind die X, Y, Z keineswegs gegeben, sondern 
dieselben bestimmen sich erst aus den betreffenden Gleichungen 
(56), so dass einige dieser Gleichungen nichts weiter ergeben, 
als den Druck, mit dem die Widerlagen in den festgelegten Kno- 
tenpunkten widerstehen müssen. 

Als einfachstes Beispiel werde ich den Fall behandeln, wo 
eine Kraft durch mehrere in ihrem Angriffspunkt zusammenlau- 
fende Streben im Gleichgewicht gehalten wird, deren andere 
Enden festgehalten werden. Ich lege den Anfangspunkt in die 
Stelle, welche jener Punkt vor dem Eintreten der Bestastung 
inne hatte. Seine Coordinaten sind also anfangs Null, später 
seien sie u, v, rv. Alle andern u k , v k , rv k verschwinden; und sind 
x k> Vk> z k die Coordinaten des festen Endpunkts irgend einer 
Strebe, so wird die Verlängerung derselben aus (55): 

<?* = • 

r k 

wo jetzt der Index i ausgelassen ist, da derselbe sich nur auf den 
einzigen Punkt u, v, n> beziehen kann. Die in dieser Strebe 
erregte elastische Kraft ist: 

r k 
Die Gleichungen (56) aber werden: 

(X = a u u + a lt v + a l3 w 
Y = a 2i u + a 22 v + a 23 rv 

wo X, r, Z die Componenten der auf den betrachteten Punkt 
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wirkenden Kräfte sind, die Coefficienten a aber folgende, in Be- 
zug auf alle Streben genommenen Summen bedeuten: 

__ ^ E k q k x k 2 _ _ ^ E k q k y k z k 

«11 ^ TS ' «23 «32 ^ -8 

r k T k 

y E k q k y k * ^ E k q k z k x k 
«*2 = * — Tl — > «31 = «„ == ^ -i 

«33= ^ TT—» «12 =«21=^ Tl 

r k r k 

Bezeichnet man durch A den aus diesen Grössen gebildeten 
Ausdruck : 

A = a it cc 22 a i3 + 2 a l2 a 23 a 3l — a n a 33 2 — a 22 a 3 * — a 33 a n \ 
und durch A n etc. die Grössen: 

A n = a 22 a 33 — aj, A 23 = A 32 = a i2 a i3 — cc n a 23 

4*2 = «33 «11 — ö 31 2 ' 4*1 = ^12 = «23 «21 ~ «22 «31 

4*3 = «11 «22 — «12*> ^12 = ^21 = «3t «32 ~~ «33 «ll> 

so ist die Auflösung der Gleichungen (57) und damit die Lösung 
des ganzen Problems durch die Gleichungen gegeben: 

M _ 4 i x + 4 « Y + 4. * 
M _ __ 

A 

w = A 3l X+A 3l Y+A 33 Z 

A 



§ 91. Stabsysteme mit Biegung. 

Das Problem wird sehr viel verwickelter, obwohl keineswegs 
principiell schwieriger, sobald Knotenpunkte, d.h. Verbindungsstel- 
len, auch irgendwie in die Stäbe selbst, nicht blos an ihre Endpunkte 
fallen. Das allgemeine Princip wird auch hier darin bestehen, 
dass man die Verschiebungen der Knotenpunkte zunächst wie 
bekannte Grössen behandelt, aus ihnen die eintretenden elasti- 
schen Kräfte bestimmt, mit welchen die Stäbe in ihren Knoten- 
punkten reagiren, und endlich die Gleichgewichtsbedingungen für 
die in den Knotenpunkten wirkenden äussern und elastischen 
Kräfte aufstellen; Gleichungen die schliesslich genau hinreichen 
um aus ihnen die eingeführten Verschicbungen zu bestimmen. 
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Offenbar kommt die ganze Aufgabe auf folgendes Ftindamen- 
talproblem zurück: 

Die Kräfte zu bestimmen, weiche man in bestimm- 
ten Punkten des Stabes muss angreifen lassen, 
damit der Stab in einer Weise verbogen werde, 
bei welcher jene Punkte vorausbestimmte Ver- 
schiebungen erhalten. 

Dies Problem ist gewissermassen das umgekehrte von dem, 
welches in § 87 behandelt wurde, und lässt sich mit Hülfe der 
dort gefundenen Formeln leicht lösen. 

Legen wir, um Alles auf dieses Problem zurückzuführen, den 
Anfangspunkt eines neuen Coordinatensystems X*, Y', H in ein 
Ende des Stabes, die Z Axe in die Axe des Stabes selbst, die 
Axen X*, Y in die Hauptaxen seines Querschnitts. Dieses Coor- 
dinatensystem sei, vermöge der Lage des betrachteten Stabes 
gegenüber dem ganzen System, mit dem Raumsystem X, Y y Z 
durch die Gleichungen verbunden: 

y = n + ßx x ' + ß t y + ß* ' 
* = ? + 7i x ' + y%y + v z 'y 

wo J, i|, J die wirklichen Coordinaten des Endpunktes sind, in 

welchen der Coordinatenanfang der X', Y', Z' gelegt wurde, 

a, etc. die Cosinus der Winkel, welche die neuen Axen mit den 

ursprünglichen bilden (vgl. § 49). Nach der Biegung hat man nur 

x + ti t x + u . . . für x, x . . . zu setzen, und es ergiebt 

sich, wenn man die ersten Gleichungen von den neu erhaltenen 

abzieht: 

u =z= o^t/' + cc 2 v + aw 

v z=z ß t u + ß t v + ßw 

tv = y i u + y % v + yrv ', 
oder auch, wenn man diese Gleichungen mit a l9 ß t , y t oder 
a 2> ß%> ?2* °^ ev a > ß> 7 multiplicirl und jedesmal addirt, mit 
Rücksicht auf die in § 49 entwickelten allgemeinen Beziehun- 
gen (5), (6): 

u = cc L u + ßi v + 7i w 
(58) {v = a 2 u + ß 2 v + y,n> 

w == cc u + ß v + y rv. 



(59) 



< 
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In dem betrachteten Stabe sollen jetzt die Knotenpunkte 
1, 2 . . . n, (Ende des Stabes) in den Abständen /,,/,+ l t , • . . 
Z 4 + / 2 . . . + l n von dem gewählten Nullpunkte liegen. In diesen 
Punkten mögen elastische Kräfte erregt werden, deren Componen- 
ten, nach den Axen X\ Y\ Z' folgende sind: 

Y' V' 7'» Y' V' 7' 

1* l* 1 ' ■ /a ■2 , 2* t • • •• 

Dieselben, zerlegt nach den festen Raumaxen, geben die 
Componenten: 

( X i =€c l X; + a 2 Y i f + aZ i \ X 2 = <*,< + a % Y z ' + aZ^ 

r 1 = ftr 1 '+|8 t r 1 '+jsz 1 '. Y^ßX+tä + ßz; 
^ = y,*i'+r. *Y + yz/, z % = 7{ x;+ 7t y; + 7 z;. 

u. s. w. 

Man übersieht sofort, wie bei der Bildung der} Gleichge- 
wichts^leichungen für jeden Knotenpunkt die Kräfte X, Y, Z 
zu benützen sind. Stellt man die Componenten der äussern 
Kräfte durch A lf B t , C,, A 2 , B 2 , C 2 . . . dar, so müssen diese 
sich mit den elastischen Kräften in jedem Knotenpunkt das Gleich- 
gewicht halten; und man hat also in jedem Knotenpunkte die 
betreffende der Componenten A, B, C, addirt zu den entsprechen- 
den Componenten X, Y, Z der durch diesen Knotenpunkt gehen- 
den Stäbe gleich Null zu setzen, um die nöthigen Bedingungen 
zu finden, welche den Gleichungen (56) analog sind. 

Behalten wir bei der Allgemeinheit der Betrachtung den 
Gang des Ganzen im Auge. In den aufzustellenden Gleichge- 
wichtsbedingungen, von denen soeben die Rede war, sind die 
Verschiebungen u, v, rv die Unbekannten. Und zwar drücken 
sich zunächst die unmittelbar in jenen Gleichungen enthaltenen 
Grössen X, Y, Z aus (59) durch die Grössen X\ Y', 7! aus, die 
Grössen X\ Y\ Z! durch die u, v, tv', endlich nach (58) die 
u, v, w durch die u, v, rv. Man sieht wie Alles zurückgeführt 
ist auf den, in dem oben aufgestellten Fundamentalproblem zu 
begründenden Zusammenhang der X', Y\ Z! mit den u, v\ w. 
Und diesen endlich ermittelt man auf folgende Weise. 

Beziehen wir u \ v ', tv ' auf den Anfangspunkt, so sind 

"(,'> V W o'» U l'> V l> W l'> tl 2> V *> W % • • - 

der oben gewählten Bezeichnungsweise gemäss die Verschie- 
bungen der in einem Stabe enthaltenen Knotenpunkte. Zugleich 



sind, X ', 7 ', Z ', X x \ Y x \ Z,' . . . die aus der elastischen Reac- - 
tion entspringenden Kräfte. Man kann sich also die Biegung des 
Stabes hervorgebracht denken von den Kräften: 

— x , — jlq , z ', — -i j , — x , , — Zj \ etc. 

welche in den einzelnen Knotenpunkten angreifen. 

Diese Kräfte haben einen sehr verschiedenen Effect. Diö 
Kräfte — Z ', — Z x etc. bringen nur Verlängerungen oder Ver- 
kürzungen in den einzelnen Theilen des Stabes hervor. Der 
Theil /, , dessen Endpunkte die Coordinaten und 7 t haben, ist 
nur der Kraft — Z ' unterworfen, welche ihn zusammenpresst, und 
er erfährt also die Verlängerung 



tv t 



w« 



Eq 



Im Knotenpunkt 1 muss ein Theil der Kraft — Z,' ange- 
wandt werden, um den vorigen Stabtheil im Gleichgewicht zu 
halten; und'da die hierzu not Inge Kraft offenbar Z ' ist, so" bleibt 
die Kraft — (Z ' + Z,'), welche den zweiten Stabtheil / 2 zusam- 
menpresst, und diesem die Verlängerung 

' ' ^0 T" Zj 7 

rv 9 — w t = — - - --- /* 
21 Eq 2 

mittheilt. 

Fährt man in dieser Weise fort, so ergiebt sich allmählich 
folgendes System von Formeln. 

Z'2 



(60) 



»X 


— w o 


w; 


-rv x ' 


w l 


—™% 



Eq 
Eq 

^(z ;+z;+z t % 

Eq 



* ' (Zo tA ~r ••Z n _ ,)/ n 

Eq 

zuletzt aber, da der letzte Stabtheil durch die auf sein Ende 
wirkende Kraft — Z n ' im Gleichgewicht gehalten werden muss: 

(6i) z; + z; + z; . . . + z; = o. 

Die Gleichungen (60), (61) genügen, um die Kräfte Z' durch 
die w auszudrücken. 
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Jedes der Kräftesysteme — X ', — JT,' . . . — X n ' und 
"^-F ö ', — 7{ . . . — F n ' hingegen bringt für sich eine ebene 
Biegung hervor. Um sie zu finden, setze ich in den Gleichungen 
des § 87 für P l9 i> 2 . . . einmal — X t ', - X 2 ' . . . — Z tt ', das 
andere Mal — F/, — F 2 ' — F n '. Setzt man zugleich M = 0, 
und sodann in der ersten jener Gleichungen z = und z = Z, , 
in der zweiten z = Z 4 + / 2 , in der dritten z = l t + Z 2 + Z 3 etc., 
und für u, l entweder u, X oder v, x, so erhält man die folgenden 
beiden Systeme, welche in dem vorliegenden Fall das Problem 
lösen : 

f 6^r Mo / =-z 1 v-^ 2 '(/ 1 + z 2 ) 8 -z;(z 1 + z 2 +z 3 ) 3 ... 

— Z tt '(Z 1 + Z 2 + Z 3 ...Z n ) 3 +/3 

<sEqv u ;= — *,'V —*.'('.+«• 

— X;(/ t + / 8 ...Z B ) 3 + aZ l4 +jj 

6E^A 2 m 2 / = — *aV 

— X tt '(Z 3 + . .Z n ) 8 + «(Z 1 +Z 2 )+/S 



(62) J 



und ein zweites System von gleicher Form, in dem nur statt der 
unbestimmten Constanten a, ß andere, y, d, einzuführen sind: 

(QEq**v '=-T t 'i*— f; (/,+/,)•— r/ft + i. + y«... 

_F n '(Z 1 + Z 2 ...Z B ) s + d 
GEq^ V ;= -F t V — F s ' & + *,)• ... 



(63) 



6Eqx*v 2 '= —Y^l 



8 



3 "3 



r B '(/ s +..i B )'+yft+/ I )+(5 



Zu diesen Gleichungen treten noch die aus (26) für z = 
entspringenden Gleichungen, welche aussagen, dass im Punkte 
z = , der keinem Kräftepaar unterworfen sein soll, auch keine 
Biegung eintritt: 

J + ...2T,' (/, + /,..+/„) 
und die beiden Gleichungen: 

f o = x; + x; + x t ' . . . + x; 
(65) \o=r; + y; + r t '. . . + r:, 

Clebsch, Theorie elast. Körper. 27 



.... fO=Zi'/ 1 +2' l '(/ 1 +/ ; 

(b4 ' • • \o= r,'/, + r/ (/,+/, 
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durch welche, mit den vorigen zusammen, ausgedrückt wird, 
dass der Stab sich im äussern Gleichgewichte befinde. 

Die Gleichungen (62) — 65) genügen nun in der That voll- 
ständig, um die Kräfte X*, T' durch die Verschiebungen u, v 
auszudrücken; denn sie geben, die X ', a, ß, oder die Y\ y, 8 
als die Unbekannten betrachtet , Systeme linearer Gleichungen, 
durch deren Auflösung man zum Ziel gelangt. 

Hat man für jeden Stab diese Systeme gelöst , und die Lö- 
sungen in die erstgedachten Gleicbgewichtsbedingungen für die 
einzelnen Knotenpunkte eingeführt, sowie die u, v, w aus (58) 
durch die u, v, w ausgedrückt, so bilden jene Gleichgewichtsbe- 
dingungen ein System linearer Gleichungen zur Bestimmung von 
u, v, w. Das Problem ist also auf die Lösung eines Systems 
linearer Gleichungen zurückgeführt, und somit als völlig gelöst 
zu betrachten. — 

Ich wende dies beispielsweise auf eine einfache Aufgabe 
an. Ein Stab 0,2, in dessen Mitte «sich der Punkt 1 befindet, 
liegt horizontal, seine Enden durch Widerlager gestützt. Von 
1 geht eine senkrechte Strebe aus, von 0, 2 zwei geneigte; alle 
diese treffen sich im Punkte 3, welcher eine Last P trägt. 

Legen wir die ZAxe horizontal in die Linie 12, die XAxe 
vertical nach oben in 13. Die geometrische Gestalt des Systems 
ist gegeben , wenn man die Linien Ol = 12 = /, 13 = t kennt. 

Die ursprünglichen Coordinaten der Punkte sind dann: 

0:0, — /; 1 : 0,0; 2 : 0,/; 3 : f,0. 

Und von den Verschiebungsgrössen u, v, w sind nur u 3 , u i 
von Null verschieden; alle übrigen verschwinden wegen der 
Symmetrie oder wegen der äussern Bedingungen. 

Demnach geben die Formeln des vorigen § für die Streben 
03, 13, 23, welche nur gedrückt oder verlängert werden , die 
Verlängerungen ; 



(\>3 Qi3 



X u z 



Ql3 = W 3 — W l« 

Da der Cosinus von 03 oder 23 gegen die XXxe offenbar 

t 
gleich ~/ 'n~r~f% kt» so ergeben sieh hieraus folgende -TComponen- 

ten, welche von diesen Verlängerungen oder Zusammendrückungen 



— 419 — 

herrühren, wobei nur Elasticitätsmodulus und Querschnitt der 
Einfachheit wegen überall gleich vorausgesetzt ist: 

ml. : Eq - 



l 

Da nun im Punkt 3 die äussere Kraft P der XAxe entge- 
genwirkt, so findet sich sofort die Gleichgewichtsbedingung: 

(66) ..-0 + ^1^=^ + ^—1=0. 

Der untere Stab aber wird gebogen. Ich setze voraus , eine 
Hauptaxe seiner Querschnitte sei in der Verticalebene enthalten. 
Die Biegung ist also eine ebene; und indem man die Formeln 
(62) anwendet, darin / 1 = / f — l, u ' = m 2 ' = setzt, t*/ aber 
mit u t verwechselt, da die gewählten Coordinatenaxen ohnedies 
schon mit der Längsaxe des Stabes und einer Hauptaxe seines 
Querschnitts zusammenfallen, findet man: 

0= — XI .?— X 2 '.8l* + ß 

6EqX 2 u l = ~-X t '.P + al+ß 

= 2ccl+ß 

Nimmt man dazu noch aus (64) 

= X i 'l + 2X t 'l, 

so ergiebt sich sofort, was man allein braucht: 

%EqVu A 

Lässt man also auch noch die Summe der auf 1 wirkenden 
^Componcnten verschwinden, so findet sich: 

(67) = u 3 — w, y i/j ; 

und demnach aus (66), (67) zusammen: 

G 



u i 



2 P (l + - X ~) 
Eq { \^ V- ) x 6J 2 

27* 



]/?+t* 



+ 
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G 
u 



(• + H') 



^m' L + - 



( 6**\ 

V + -F) 



Es ist leicht, indem man diese Werthe einführt, die voll- 
ständigen Ausdrucke der Kräfte X und der ihnen entsprechenden 
Spannungen niederzuschreiben. — 

In dem Vorigen ist nur noch die Eine Voraussetzung festge- 
halten worden, dass die Beweglichkeit jedes Stabes um jeden 
seiner Befestigungspunkte unbeschränkt sei. Hebt man diese 
Voraussetzung auch noch auf, so treten Kräftepaare hinzu, wel- 
che in den Knotenpunkten die Stäbe in gewisse Richtungen zu 
zwingen geeignet sind. Zugleich aber werden die Stäbe dann im 
Allgemeinen tordirt; mit Rücksicht darauf ist man im Stande 
auch für diesen allgemeinsten Fall die Betrachtung durchzuführen. 
Doch werde ich, da die Principien bereits dargelegt sind, auf 
dies noch verwickeitere Problem nicht mehr eingehen. 



§ 92. Torsion. 

Es ist schon in § 38 der Principien Erwähnung geschehen, 
auf welche eine elementare Theorie der Torsion gegründet wer- 
den muss. Denken wir uns einen Cylinder von kreisförmigem 
Querschnitt; das eine Ende desselben wird festgehalten, das andere 
um einen Winkel g> gedreht. Eine Faser, um r von der Axe des 
Cylinders entfernt, geht in eine Schraubenlinie über, deren ganze 
Höhe /, die Länge des Stabes ist, und deren Ende bei der 
Drehung den Bogen r . g> beschrieben, hat. Die Abwickelung der 
Schraubenfläche giebt also ein rechtwinkliges Dreieck, dessen 
grössere Kathete /, dessen sehr kleine andere Kathete r . q> ist; 
und es ergiebt sich daraus der sehr kleine Winkel t/>, welchen 
die Richtung der Schraubenlinie gegen die Stabaxe bildet (oder 
die Tangente dieses Winkels): 

rcp 

y l 

Dieser Winkel nur muss sehr klein bleiben ; ist daher r nur 
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gegen / sehr klein, so kann q> eine massige Grösse, selbst meh- 
rere Umdrehungen, erreichen. 

Denken wir uns die Elemente dieser Schraubenlinie wie die 
Stufen "einer Wendeltreppe. Jedes hat dann gegen das Voran- 
gehende eine kleine Seitenverschiebung erfahren, deren Grösse 
unmittelbar durch den Winkel ty gemessen wird. Aber nach § 3 

entwickelt sich dabei in der Querschnittseinheit eine Kraft . ; -- ., 

2(1 + fi) 

welche das Element in seine ursprüngliche Lage zurückzuziehen 
bestrebt ist; in einer Faser vom Querschnitt dq also die Kraft: 

JEty dq Ery dq 

Betrachten wir jetzt den letzten Querschnitt. Alle seine Fa- 
sern streben in ihre natürliche Lage zurück, mit Kräften, welche 
durch den gegebenen Ausdruck dargestellt, und dem Querschnitt 
parallel, gegen r senkrecht gerichtet sind. Alle diese ergeben 
das Drehungsmoment: 

^ M = ÜT^Wi S* **•> 

und diese Formel giebt sofort das Moment M der äussern Kräfte, 
welches erforderlich ist, eine Torsion um den Winkel g> hervor- 
zurufen. 

Wendet man diese Formel auf andre Querschnittsformen an, 
so ist darin die stillschweigende Voraussetzung enthalten, dass 
die Elemente des Stabes in dem Querschnitt keine Verschiebung 
erleiden. Diese Voraussetzung ist offenbar unrichtig, und die be- 
treffenden Formeln daher nur mit grösster Vorsicht zu gebrau- 
chen; der Weg zur Aufstellung strenger Formein ist im Frühern 
auseinander gesetzt. 

Freilich ist die Benützung der obigen Formel sehr bequem. 
Denn das hier vorkommende Integral 



jr*dq =ßx*+y*)dq, 



das Trägheitsmoment des Querschnitts in Bezug auf die Stabaxe, 
ist offenbar nur die Summe der oben mit % % q, X 2 q bezeichneten 
Integrale (§ 86), und man hat sofort: 

M Etp(%*+V)q 
2(l+f*) 
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Aber dieser Vortheil wird durch die (Jngenauigkeit, wie es 
>cheint, mehr als aufgewogen. Jeoe Ungenauigkeit zeigt sich 
am unmittelbarsten bei der Betrachtung der gespanntesten Faser, 
und also bei der sehr wesentlichen Frage, wo ein Zerreissen des 
Stabes zunächst zu befürchten ist. Wäre die gemachte Voraus- 
setzung richtig, so wäre offenbar die Verschiebung , also auch die 
Spannung, in der entferntesten Faser am grössten. Schon bei 
der Betrachtung des elliptischen Querschnitts aber in § 37, wo 
sich die betreffenden Formeln gegeben finden, zeigte sich, dass 
in Wahrheit nicht die am Ende der grossen Axe, sondern die 
am Ende der kleinen Axe befindliche Faser am meisten gespannt 
ist. Es scheint daher, dass man für Querschnitte, die nur irgend 
erheblich vom Kreise abweichen, schlechterdings auf jene ge- 
nauem Formeln zurückgehen müsse. 

Fuhren wir indess wenigstens für den Kreis die Betrachtung 
durch. In irgend einer Stelle seiner Peripherie heben wir ein 
rechtwinkliges Prisma hervor, in welchem eine Seite, dz, der 
Stabaxe, die zweite dx dem Radius parallel sein soll, während 
die dritte dy dem Hände selbst parallel ist. Auf die Flächen 
dy .dz wirken offenbar keine Spannungen; auf dx.dy wirkt, mit 
dy parallel, die Spannung: 

Ety dx dy 
2(1+1*) ' 
welche man erhält, wenn man in der oben angegebenen Formel 
dq = dx dy setzt. Des Gleichgewichts wegen muss zugleich eine 

Spannung : 

Ety dx dz 

auf die Flächen dx dz wirken, so dass aus den auf die letzten 
beiden Paare gegenüberliegender Flächen wirkenden Kräften sich 
zwei Kräftepaare 

Ety dx dy dz 
*U TP) 
zusammensetzen, welche einander gerade aufheben. Legen wir 
jetzt durch das Prisma mit dx parallel einem Schnitt, wel- 
cher die Axe des Stabes (dz) unter einem Winkel cc schnei- 
det, so entsteht aus dem rechtwinkligen Parallelepipedon ein 
rechtwinklig dreiseitiges Prisma, und wenn dz eine Seite des 
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Grunddreiecks geblieben ist, so sind die andern dz . tg a, 

dz x 

. Wie wir wissen, wirkt nun auf die Fläche dxdz die 

cos« 

EtUdxdz o i. »-11 i i. n 

Spannung -- » .-; auf die Fläche dx dz tg a die Spannung 

E ty dx dz 



2(1+/*) 



ig a. Soli das innere Gleichgewicht gewahrt sein, so 



dx dz 

müssen auf die neue Schnittfläche elastische Kräfte von 

cosa 

gleicher Grösse wirken, oder, für die Flächeneinheit, die Com- 

ponenten : 

Erb Ety 

cosa, — — - — - sina. 



2[l + fi) 2(1 +p) 

Zerlegt man diese Componenten nach der Richtung der neuen 
Schnittfläche und senkrecht darauf, so findet sich: 

parallel: — . (cos*a — sin 2 «) 

2(1 +ft) ' 

Ety 
senkrecht: —?— -. — - 2* sin er cosa. 

2(l+ft) 

Das grösste Bestrebeu, senkrecht zur Fläche ein Abreissen 
zu hewirken , tritt also dann hervor , wenn a =.45°, wo die 
senkrechte Componente ihren grössten Werth: 

2(i + rt 

annimmt, und dies ist also die Richtung, in welcher zunächst 
ein Zerreissen oder Zerdrücken zu befürchten ist: senkrecht gegen 
eine Ebene, welche durch den Radius des Querschnitts gelegt ist, 
und deren Neigung gegen die Stabaxe nach der einen oder nach 
der andern Seite 45° beträgt. Die Spannung aber, welche dies 
Zerreissen oder Zerdrücken zu bewerkstelligen hestrebt ist, er- 

hält man , wenn man im obigen für ty seinen Werth — , für r 

den Radius a des Querschnitts substituirt. Nennt man wieder 
T die grösste zulässige Spannung, so darf höchstens 

Eaq> 

2(l + f»)/ _ 
sein, ohne dass eine Gefahr vorhanden ist. Und führt man aus 
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dieser Formel den Werth von <p in" (68) ein, so zeigt sieb, dass 
das Drehtingsrooment M höchstens den Werth: 

(69) \.. M =T f ™? . 

a 

haben darf. 



a* 



Für den Kreis war x 2 = X 2 '= (§ 84), so dass also das 

4 

Integral I r* dq den W«rth (x*H-A ? ) # = — erhält und sich 

M= T 



a*7t 



2 

als grösstes zulässiges Drehungsmoment ergiebt. Für eine ange- 
näherte Anwendung auf Querschnitte, die von der Kreisgestalt 
abweichen, wurde man den Voraussetzungen gemäss 

M = Tq — -±— 
a 

setzen, und unter a die Entfernung des fernsten Punkts des 
Querschnitts vom Schwerpunkte desselben verstehen; welches die 
gebräuchliche Formel ist. 
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